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Vorwort zur zweiten Allflage.
Die 1920 in bescheidenem Umfange erschienene erste Auflage
dieses Buches brachte die Anfänge einer neuen Berechnungsweise
für Gleichstrom- und besonders für Wechselstromsysteme, welche
die bisher vorwiegend benutzte symbolische Methode zu ersetzen
geeignet ist. Da sie sich nur reeller Hilfsmittel - der Vektor-'
verhältnisse und Vektorprodukte - bedient, wirkt sie wesent-
lich anschaulicher als diese und stellt weniger Ansprüche an ab-
straktes Denken. In der vorliegenden zweiten Auflage ist diese
neue Berechnungsweise systematisch ausgebaut und ihre An-
wendung auf die verschiedensten Gebiete der Elektrotechnik er-
läutert, so daß sie als Wegweiser für Studierende und Ingenieure
dienen kann. Als besonderer Vorzug hat sich dabei eine stetige
Verbindung zwischen den entwickelten Formeln und den ihnen
entsprechenden Vektordiagrammen herausgestellt, wodurch die
toten Formeln lebendige Gestalt annehmen.
Die Grundlage der neuen Berechnungsweise bilden das Vektor-
verhältnis als Ausdruck für den Scheinwiderstand (bzw. Schein-
leitwert) und das Vektorprodukt als Ausdruck für die von einem
Stromzweig aufgenommene Gesamtleistung (Blind- und Wirk-
leistung). Der weitere Ausbau führte zur Entwicklung der Vektor-
gleichungen zweiten und höheren Grades und der geometrischen
Orte unter Benutzung von Vektorverhältnissen sowie zu ver-
änderlichen Vektorverhältnissen zwecks Berücksichtigung der
Eisensättigung.
Die Anwendungsbeispiele sind den Gebieten der Berechnung
von Leitungen, Stromverzweigungen mit einem und mehreren
Knotenpunkten, der Schwingungen (Resonanz), der Maschinen
und Transformatoren entnommen.
Das Buch soll keineswegs eine zusammenfassende Theorie der
Wechselströme bieten, sondern lediglich den Leser mit der neuen
Berechnungsweise vertraut machen.
IV Vorwort zur zweiten Auflage.
Dem Anfänger ist zu empfehlen, zunächst die Kapitel D, F,
G, H, N des ersten Teils und C des zweiten Teils zu überschlagen,
welche von den Vektorprodukten und Leistungsberechnungen
handeln, und diese Abschnitte erst dann durchzuarbeiten, wenn
die übrigen, die nur die Kenntnis der Vektorverhältnisse erfordern,
in Fleisch und Blut übergegangen sind.
An früheren Veröffentlichungen über das vorliegende Gebiet
sind zu nennen:
ETZ. 1919, S. 645 und 1920, S. 505.
Elektrotechnik und Maschinenbau 1921, H. 42, S. 512.
Wissenschaftl. Veröffentlichungen aus dem Siemens-Konzern.
1921, I. Band, 2. Heft, S. 65: Kreisdiagram~e.
1922, 11. Band, S.275: Vektorverhältnisse und Vektor-
produkte.
1923, 111. Band, S. 1: Berechnung von Transformatoren
und Asynchronmotoren.
Siemens-Zeitschrift 1922, Heft 8, S.369: Behrend, Schau-
linienbild der in Drehstromnetzen bei Erdschluß auftreten-
den Ströme und Spannungen.
Archiv für Elektrotechnik 1923, S. 381: A. Matthias, Über
das Verhalten der Erdschlußspule im Betriebe.
Wertvolle Anregungen für die vorliegende Neuauflage erhielt
ich durch die Herren A. Matthias, Dr.-Ing. Pohlhausen,
Dr.-Ing. e. h. M. Schenkel. Diesen Herren wie auch Herrn
Dr. Michalke, ,der mich bei der Durchsicht der Korrekturen
unterstützte, spreche ich hierdurch meinen besten Dank aus.
Charlottenburg, September 1924.
Dr.-Ing. Fricdrich Natalis.
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A. }~inleitung, (jrull(llagen der lleuell Berechnungsweise.
Für dip J~erpehnuJlg stationärer, harmonischer Wechselstro111-
vorgänge h;t in der I..4iteratur und auf den Hochschulen in erheb-
lichenllJlllfallgdie von l~ ellnholtz 1) und Steinlnetz entwickelte
und von ]..4a(1 our , Waltz u. a. ,veiter durchgebildete SYln-
bolische ]{eehllungHweisü eingeführt. Bei dieser werden die
Spannungen, Strönle, Widerstände, Leit\\'erte und Leistungen
durch kOlnplexe (jrößen dargestellt und bei der Aufstellung und
Auswertung der aus diesen Größen zusammengestellten Formeln
die bekannten Inathematischen Regeln über die Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division kOlnplexer Zahlen ange-
wendet.
Es ist nicht zu verkennen, daß die symbolische R,echnungs-
weise anerkennens"\verte Erfolge erzielt und viele verwickelte Vor-
gänge aufgeklärt hat, aber es ist auch nicht zu bestreiten, daß
sie nicht in denl zu er\\rartenden Maße Allgemeingut der Elektro-
techniker ge\\'orden ist.
Es ist viehnehr nur ein verhältnismäßig kleiner Kreis von
Gelehrten und in der Praxis stehenden Ingenieuren, die diese
Rechnungs,veise so beherrschen, daß sie sich derselben jederzeit
mit Erfolg bedienen können.
Worin liegen die Gründe dieser Erscheinung?
1. Die symbolische Rechnungsweise stellt an das abstrakte
Denkverlllögen ganz erhebliche Ansprüche. Dem praktischen
Ingenieur fällt es im Gegensatz zu dem reinen Mathematiker
schwer, sich Spannungen, Ströme, Widerstände, Leistungen us,v.,
die er durch technische InstrU111ente als reelle Größen messen
kann, als imaginäre oder komplexe Größen vorzustellen. Be-
1) s. ETZ 1924, S. 509.
N at al i s, Gleich- und \Vechselstromsysteme. 2. Auf! I
2 SYlnholisehe Reehnungsweise.
sonders wenn im Verlauf der Rechnung) z. B. durch Multiplikation
oder Division derartiger komplexer Größen, neue komplexe Werte
entstehen, fehlen ihm die geometrischen oder physikalischen Dar-
stellungen für solche Umwandlungen und eine Kontrolle darüber,
ob sich nicht während der Umwandlungen Fehler in die Rech-
nung eingeschlichen haben.
2. Bei den Berechnu~gen des Ingenieurs handelt es sich um
durchaus reelle konkrete Aufgaben, und auch die Lösungen müssen
durchaus reelle Werte ergeben. Es ist daher zum mindesten un-
bequem, daß der Weg von der reellen Aufgabe zu der reellen
Lösung durch imaginäre Wegweiser angezeigt wird.
3. Um die in einer Rechnung vorkommenden Größen in einem
Diagramm darzustellen, sind 5 verschiedene Maßstäbe erforderlich,
und zwar je einer für die Spannung (V), den Strom (A), den
Widerstand ([2), den Leitwert (S) und die Leistung (VA). Dabei
sind diese Maßstäbe nicht unabhängig voneinander. Setzt man
beispielsweise in der symbolischen Gleichung
so ist
r= 1Q,
1 Q = 1 Volt.
lAmp
Die Einheit des Widerstandes ist daher durch das Verhältnis
des Spannungs- und Strommaßstabes gegeben. Wird z. B. 1 Volt
durch 3 cm und 1 Amp durch 1 cm dargestellt, so wird 1 Q durch
den Zahlen"\vert 3 und entsprechend 1 Siemens durch den
Zahlenwert t dargestellt. Als Maßeinheit muß man sich aber
. F 11 h d F k 1 Volt. · 1 Amp1m ersten a noc en a tor -1 A----- , 1m zweIten --V·- hinzu-
mp 1 olt
denken. Eine weitere Schwierigkeit entsteht, wenn man von
Widerständen zu Leitwerten übergehen Inuß. Die hierbei erforder-
liche "Inversion" erfordert eine erhebliche geistige Arbeit, und
das Verständnis wird weiterhin dadurch erschwert, daß man dabei
Spiegelbilder der komplexen Größen bilden muß. Auch die
Einführung einer großen Reihe von Begriffen, wie Impedanz = Re-
sistanz + Reaktanz (Induktanz, Kapazitanz), Admittanz = Kon-
duktanz + Suszeptanz, verwirrt und erschwert das Verständnis.
Die Aufzählung dieser Schwierigkeiten geschieht nicht aus dem
Grunde, um an der mit großem Scharfsinn aufgebauten sym-
bolischen Rechnungsweise eine abfällige Kritik zu üben, sondern
Grundlagen einer neuen 13erechnungsweise. 3
nur deshalb, um zunächst zu erkennen, \velche Grundlagen zu
einer einfacheren, leichter verständlichen Rechnungsweise führen.
Da Wechselstromvorgänge durch\veg durch, ,Vektor" diagramme
dargestellt werden können, so entsteht zunächst die Frage, welche
der obigen Maßeinheiten als "Vektoren" aufzufassen sind, d. h. als
zeitlich (nach dem Sinusgesetz) veränderliche Größen. Spannungen
und Ströme sind zweifellos "Vektoren", es ist daher erforderlich,
für diese beiden Größen je einen Maßstab zu wählen. Widerstand
bzw. Leitwert eines Stromzweiges sind dagegen nicht zeitlich ver-
änderlich, daher muß auf Vektorrnaßstäbe für diese beiden Größen
verzichtet werden. Schließlich kann die von einem Stromzweige
aufgenommene momentane· Leistung z\var durch eine in der Rich.
tung der Ordinatenachse um den Betrag EJ cos cp verschobene
Sinuslinie, also auch unter Zuhilfenahme eines Vektors dargestellt
werden. Da aber dieser Vektor die doppelte Frequenz besitzt, so
kann er nicht mit dem Spannungs- und Stromdiagramm verbunden
werden. Es verbleiben daher für das letztere nur zwei unabhängige
Maßstäbe für die Spannungen und Ströme und der Winkelmaßstab
für die Zeit (2 n == eine volle Periode T). Die Hinzufügung weiterer
Maßstäbe würde nur das Verständnis erschweren. Die Darstellung
der Leistungen erfordert ein weiteres Diagramm, für welches außer
dem Zeitmaßstab nur eine Maßeinheit (VA) in Frage kommt, die
man sich vorteilhaft als Flächeneinheit vorstellt. Der Zweck dieses
Buches ist die Einführung in eine neue Rechnungsweise, die auf
obigen Grundlagen aufgebaut ist. Dieselbe wird an zahlreichen
Aufgaben der Wechselstrolutechnik erläutert ",'erden, von denen
einige ziemlich erschöpfend behandelt sind. Gleichwohl soll das
Buch keineswegs eine zusammenfassende rrheorie der Wechsel-
ströme enthalten, sondern lediglich den Leser mit der neuen
Berechnungsweise so vertraut nlachen, daß er daluit auch andere
Aufgaben, die sich ihln täglich bieten, lösen kann.
Bei der neuen Berechnungsweise, die auf die Benutzung
ilnaginärer oder komplexer Größen völlig verzichtet, besteht eine
ständige Verbindung der zeichnerischen Darstellung mit der Be-
rechnung und damit eine ständige Überwachung der letzteren.
Der Inhalt jeder Gleichung läßt sich duroh ein Diagramm dar-
stellen, das sich aus der ersteren handwerksmäßig ent""ickeln
läßt. Die Berechnungen erfordern lediglich die Kenntnis der
Grundlagen der Vektoranalysis und der einfachsten algebraischen
1*
4 Zeitvektoren.
Regeln und sind nicht nur für den einzelnen konkreten Fall von
Bedeutung, sondern regen zu einer allgemeinen Betrachtung der
die Lösung bestimmellden Einflüsse an, wodurch die Formeln
und Diagramme eine lebendige Bedeutung gewinnen, da jeder
durch eine Vektorgleichung verkörperte physikalische Vorgang
durch eine geometrische Zeichnung darzustellen ist.
Im übrigen werden ~urch die neue Rechnung natürlich die
gleichen Resultate gewonnen wie durch die symbolische Methode.
Nur der Weg ist einfacher und anschaulicher, und die damit
verbundene geistige Entlastung erleichtert die Auffindung sowohl
der Lösung der einzelnen konkreten Aufgabe wie auch weiterer
Gesetzmäßigl{eiten, die in einem Gewirr komplexer Größen nur
zu leicht verborgen bleiben ,vürden.
Wie der Titel des Buches zeigt, soll die Berechnung sich auch
auf Gleichstrom beziehen. Gleichstrom läßt sich stets als ein
Wechselstrom mit der Frequenz Null auffassen. Daher gelten
die Ableitungen im allgemeinen auch für Gleichstrom. Da aber
die Vektoren in diesen beiden Fällen sämtlich gleiche Richtung
besitzen, klappen die Diagramme zu einer Geraden zusammen
und sind weniger übersichtlich als Wechselstromdiagramme. Es
empfiehlt sich daher, die Berechnung zunächst für Stromkreise
mit geringer Induktivität durchzuführeIl und als Grenzfall letztere
gleich Null zu setzen. In dem Texte ist daher im allgemeinen
auf Berechnungen für Gleichstrom keine Rücksicht genommen,
da sich die Lösungen für Gleichstrom von selbst als Sonderfälle
ergeben.
B. Zeitvektoren (Spannung, Strom).
Stellt man eine nach einer Sinusfunktion verlaufende Wechsel-
stromgröße (Spannung oder Strom) in Polarkoordinaten dar, wo-
bei die Länge jedes Strahles gleich dem Augenblickswert, sein
",rinkel gegenüber einer Nullzeitlinie gleich der Zeit und der Zeit-
maßstab gleich der Kreisfrequenz Q) = 2
T
Jr (ein voller Umlauf
2 n einer ganzen Periode T entsprechend) gewählt wird, so stellt
das Polardiagramm der Augenblickswerte, z. B. e
m
sinw t bzw.
im sin (rot - q;), einen Kreis dar (Abb.l), der durch den Ursprung 0
geht. Größe und Lage dieses Kreises ist durch seinen Durch-
messer em bzw. im' d. i. der positive Maximalwert der Wechsel
Zeitlinie. 5
Abb. 1.
y
stromgröße, und dessen Winkel ({J mit der X-Achse be-
stimmt. Man kann daher jede Wechselstromgröße durch den
Durchmesser dieses Kreises, d. h. durch eine gerichtete Größe
einen Vektor - darstellen.
Sind gleichzeitig mehrere Spannungs-
oder Stromvektoren mit derselben Fre-
quenz, aber verschiedener Phasenstellung
zu betrachten, so werden sie durch meh-
rere phasenverschobene Vektoren gekenn-
zeichnet.
In Abb. 1 ist der Kreis für eine
Spannung em mit der Phasenverschiebung
Null gegen die Nullzeitlinie und ei.n zweiter
Kreis für einen nacheilenden Strom im mit
einer Phasenverschiebung + ep dar'gestellt.
a) Denkt man sich dieses Vektorstrahlenbüschel em, im entgegen
dem Uhrzeigersinn in Drehung versetzt (Abb.2a) und konstruiert
für einen bestimmten Zeitpunkt w t die Projektionen der Vektoren
em, im auf eine Senkrechte GlT zur X-Achse, so erhält man gleich-
y (VI
y r;
Abb. 2a. Abb. 2b.
falls die Augenblickswerte e'msinwt bzw. im sin(w t - cp) aller
Spannungen und Ströme.
b) Zur Erleichterung der Auffassung denkt man sich aber in
der Regel das Vektorstrahlen büschel feststehend und läßt die
Senkrechte GY zur X-Achse in1 umgekehrten Drehsinn , d. h. im
Uhrzeigersinn, mit der Kreisfrequenz w rotieren (Abb. 2 b) und
projiziert die Vektoren auf diese Linie, ,velche Zeitlinie genannt
wird. Diese Auffassung ist zulässig, da die vorgenonln1enen Fest-
setzungen die Lage der Vektoren zueinander, d. h. ihre relative
Lage, nicht verändern.
Phasenverschiebung der Vektoren.
Für das Vorzeichen der Phasenverschiebung des Stromes fim
gegen die Spannung em machen wir in beiden Fällen die Bestim·
mung, daß der Winkel ep stets von der Spannung em nach dem
;Strom im gerechnet (s. Eintragung des Pfeiles von + 9' bzw. - 9'
in den Abb. 2 und 3) und im Uhrzeigerdrehsinn (Abb. 2a, 3a),
.entsprechend einer Nacheilung des Stromes, als positiv (+ 9')
und entgegen dem Uhrzeigerdrehsinn (Abb. 3a, 3 b), entsprechend
einer Voreilung des Strolnes, als negativ (- ep) bezeichnet wird.
Die Abb. 2a und 3a zeigen die Darstellung der Augenbl~cks.
werte der Spannung und eines nacheilenden (Abb. 2a) bzw. vor·
eilenden (Abb.3a) Stromes unter der Annahme a},' daß das
Vektorbüschel um den Winkel w t e ntg e gen dem Uhrzeigersinn
y
,y
~---..L_---;!K
Abb.3a. Abb.3b.
verdreht ist, und die Abb~ 2b und 3b unter der Annahme b),
daß das Vektorbüschel feststeht und die Zeitlinie O~ um den
gleichen Winkel wt, aber dieses Mal im Uhrzeigersinn, gedreht ist.
Die Augenblickswerte em sinw t und im sin (w t - ep) sind in
Abb.2a und 2b und die Werte emsinwt und i m sin{wt+9'}
in Abb. 3a und 3b eingetragen.
Da schließlich beim praktischen Gebrauch weniger die Augen.
blicks- und Scheitelwerte der "'Yechselstromgrößen als vielmehr
ihre Effektivwerte, die allein durch die technischen Meßinstrumente
angezeigt werden und in den- Maschinen, IJeitungen uaw. zur
Wirkung kommen, interessieren, so werden als Längen der Vek·
toren nicht die Scheitel-, sondern die Effektivwerte der Wechsel·
stromgrößen und als die Bezeichnungen für die Vektoren große
und kleine Frakturbuchstaben - Q;, e, ... für Spannungs., ~, t, ...
für Stronlvektoren - gewählt. Die Richtung dieser Vektoren ist
nach vorstehendem keine räumliche, sondern eine zeitliche. Die
geometrische Darstellung des physikalischen Vorgangs in der
Zeichenebene gestattet aber eine ähnliche Behandlung der Auf·
Kirchhoffsche Gesetze. 7
gaben, wie sie bei der Betrllchtung räumlicher Vektoren üblich
ist, und führt unter anderm zur geometrischen Addition gleich-
artiger Vektoren.
Nach obigen Festsetzungen ist ein Zeitvektor gekennzeichnet
durch seine Länge, wobei je nach seiner Art als Maßeinheit 1 Volt
oder 1 .L~mp zu gelten hat, und Eeine Richtung gegen die X-Achse,
welche die Phasenverschiebung gegen diese anzeigt. Im übrigen
sind alle in einer Aufgabe vorkommenden Spannungsvektoren.
nach einem gemeinsamen Maßstab für die Spannungen und alle
Stromvektoren nach einem gemeinsamen Stromrnaßstab zu messen.
Für das Rechnen mit Vektorgleichungen ist y
es von großer Bedeutung, daß jede derartige }j.
Gleichung zwei Aussagen enthält. So besagt die
Vektorgleichung el = e2 erstens, daß die Längen
d.er heiden Vektoren, d. h. ihre sog. Beträge, 1~11
und le21 einander gleich sind (1~11 = \e2/)' und
zweitens, daß ihre Phasenwinkel gegen die X·
Achse CfJ1 und CfJ2 gleich sind (CfJ1 = CfJ2)' Gerade 0
in der Zusammenfassung dieser beiden algebra- Abb. 4.
ischen Gleichungen in einer einzigen Vektor-
gleichung liegt der große Vorteil der R,echnung mit Vektor-
gleichungen. Die Trennung der letzteren in die beiden algebraischen
Gleichungen muß möglichst erst am Schluß der Rechnung vor-
genommen werden, wenn der Vorteil ganz ausgenutzt werden soll.
Für Spannungs- und Stromvektoren gelten nun die für Wechsel-
strom erweiterten Kirchhoffschen Gesetze: .
a) Die geometrische Summe aller Spannungen Cl' e2 , l'3""
einer aus nlehreren Stromzweigen gebildeten Masche (Abb.4)
ist gleich Null: (1 )
el + c2 + C3 • • • == 0 .
Der Beweis ist am einfachsten indirekt zu führen. Sind Cl' e2 , l'3
die Effektivspannungen der Masche OPQ, so werden die Augen-
blickswerte zur Zeit t durch die Projektionen 0 PI' PI Ql' Ql 0 .
auf die Zeitlinie O~ dargestellt, wenn diese Strecken noch mit
- Scheitelwert .. .
dem Faktor f2 === Eff~ktivwert multIplIzIert werden. l)a aber
oPI + PI Ql + Ql 0 === 0 ist, so ist dalnit erwiesen, daß die Sunlme
der Augenblickswerte gleich Null ist, ,venn die als Vektoren dar-
gestellten Effel\tivwerte ~er Spannungen einen geschlossenen
8 \rektorverhältnis.
Linienzug bilden. Da aber umgekehrt die Summe der Augenblicks-
werte der Spannungen einer Masche nach den Kirchhoffschen
Gesetzen für Gleichstrom stets gleicll Null ist, so müssen ihre
Effektivwerte eine geschlossene Figur bilden.
b) Die geometrische Summe aller Ströme 11 , 12 , 13 , .•. , die
einem Knotenpunkt zuströmen oder von ihm fortfließen (Abb.5),-
ist gleich Null: · +. +. 0 (2)11 12 13 ••• === •
Diese Formel besagt, daß sich die Vektoren 11 === OP, 12 === OQ,
13 === OR zu einem geschlossenen Linienzug OPSO zusammen-
p ,setzen lassen müssen.
"'--+z Der Beweis ist in gleicher Weise zu führen
; "">S wie für die Spannungsvektoren, indem man
~ zur 'Ermittelung der Augenblickswerte dieK/~() Projektionen der Dreiecksseiten OP, Pl~, SO
Aj ~ auf die Zeitlinie darstellt.
R r; Ersichtlich gelten die Gleichungen (1)
Abb. 5. und (2) auch dann, wenn die Anzahl der
Vektoren größer als 3 ist. . Sind nur 2 Vektoren vorhanden, so
sind sie gleich groß, aber entgegengesetzt gerichtet:
(3)
c. Vektorverhältnis.
a) Darstellung des Schein,viderstandes und
S chei nlei tw erte s.
In der Einleitung war bereits auseinandergesetzt, daß sowohl
ein Scheinwiderstand wie auch sein reziproker Wert (Scheinleit-
wert) nicht als Vektor aufgefaßt werden kann, da der Wider-
stand keine zeitlich veränderliche Größe ist, sondern eine sog. In-
variante. Die Zerlegung eines Scheinwiderstandes in seine beiden
Komponenten, den Wirkwiderstand und den Blindwiderstand
r === rw + rb , welche man ähnlich wie 2 Vektoren geometrisch
zu addieren pflegt, könnte zwar zu dieser Annahme führen, sie
beruht jedoch. auf einem Trugschluß·. Erst wenn man durch den
Scheinwiderstand r einen Wechselstrom i hindurchschickt, wobei
an den Klemmen die S pan n u ng i r entsteht, die sich in die
Wirkspannung 1r w und die Blindspannung i r b zerlegen läßt, er-
hält man 3 Spannungen, die als Vektoren anzusprechen sind.
Scheinwiderstand, Scheinleitwert. 9
Das aus rw' rb und r gebildete rechtwinklige Dreieck wird daher
erst durch Multiplikation seiner Seiten mit i zu eineIn Vektor-
diagramm. In der Größe i ist somit das Zeitelement enthalten,
"reIches dem Widerstand und seinen Komponenten fehlt; i ist
der zeitlich veränderliche Strom, der Widerstand und seine Kom-
ponenten sind dagegen zeitlich unveränderlich.
Da nun i r == e ist, so ist der Scheinwiderstand r durch eIn
eVektorverhältnis -:- darzustellen:
1
e
r == T (4)
(5)
und der Scheinleitwert durch
1
r e
Ein Vektorverhältnis ~ bzw. i- ist somit gekennzeichnet durch
. t e
das Längenverhältnis der beiden Vektoren unter Hinzufügung
. .. IVolt lAmp
emer Maßemhelt 1 Amp bzw. -1 Volt und den Winkel rp zwischen
den beiden Vektoren. Durch die Multiplikation des Stromvektors i
e
Init dem durch das Vektorverhältnis -;- dargestellten Scheinwider-
t
stand treten folgende Veränderungen mit dem ursprünglichen
Vektor i auf:
e
1. Die Größe des Vektors ändert sich im Verhältnis ---;-.
~
2. Seine Phasenstellung ändert sich um den Winkel qJ •
3. Die Maßeinheit verwandelt sich von 1 Amp in 1 Amp ~_}-o!~ ,
d. h. in 1 Voltl). ll1p
1) Man kann das Vektorverhältnis auch entsprechend seinen unter
1 bis 3 erwähnten Eigenschaften in zwei Teile zerlegen und schreiben:
e Co C Co
-;- = -;- . - == -;- • v, (4a)
t t Co t
C
worin Co einen Einheitsvektor in der Richtung von c und v = - eine reelle
Co c
positive oder negative Zahl bedeutet. Hierin enthält der Faktor ~ den
Phasenwinkel zwischen Co und i und das Verhältnis der Vektorbeträ~e 'Iill
so\vie die Veränderung der Maßeinheit. Von dieser Darstellungsweise wird
jedoch nur ausnahmsweise bei der Behandlung der geometrischen Orte
Gebrauch gemacht werden.
10 Bezugsspannung.
Wir werden im Verlauf der Rechnungen auch Vektorverhält-
nisse benutzen, deren Zähler und Nenner die gleiche Maßeinheit
1 VvOlt bzw. 1~mp enthalten. In diesem Falle fällt die unter 3
1 olt 1 mp
genannte Umwandlung der Maßeinheit fort~ während die unter
1 und 2 genannten Veränderungen bestehen bleiben. Es ist noch
zu erwähnen, daß der in dem Vektorverhältnis enthaltene Win·kel q;
zwischen e und i ein relativer Winkel ist, und daß zwischen ihm
und den absoluten Phasenwinkeln von e und i gegen die I-Achse qJe
und ({Jf die Beziehung besteht:
({J = ({Ji - ({Je • (6)
Ein Vergleich der Abb.2a und 2b zeigt nämlich, daß die
drei charakteristischen Eigenschaften des Vektorverhältnisses'~
t
unverändert bleiben, wenn beide Vektoren um den gleichen Zeit-
winkel 0) t verdreht werden. Auch hieraus erhellt die Unabhängig-
keit des Vektorverhältnisses von der Zeit. Weiterhin behält das
Vektorverhältnis seinen Wert unverändert bei, wenn man bei-
spielsweise den Spannungs- und Stromvektor verdoppelt oder,
allgemeiner gesprochen, mit derselben positiven oder negativen
Zahl cX multipliziert;
(7)- cXeei cXt -cXl·
Ein Scheinwiderstand ist eindeutig bestimmt, wenn der Strom i
nach Richtung und Phase bekannt ist, welcher beim Anlegen
des Widerstandes an die Klemmenspannung e auftritt oder um-
gekehrt, wenn die Spannung e nach Richtung und Phase bekannt
ist, welche, auftritt, wenn der Widerstand von einem Strom 1
durchflossen wird.
Kommen für dieselbe Aufgabe mehrere Widerstände in Frage,
die durch die Vektorverhältnisse ~, ~, ... charakterisiert sind,
11 12
so gestaltet sich die Rechnung einfacher und anschaulicher, wenn
man entweder für die Zähler dieser Verhältnisse die gleiche Ein-
heits- oder Bezugsspannung ~ oder für die Nenner den gleichen
Einheits- oder Bezugsstrom S wählt:
(8)
BezugsstrolU. 11
Nach diesen Festsetzungen können wir folgende Sätze aus-
sprechen:
Die Scheinwiderstände von Stromzweigen werden ausgedrückt
durch die Vektorverhältnisse
~' ~'... (9a) oder ~ , ~ ,... (9b)
r\5 r\5 11 12
und ihre Scheinleitwerte durch die Vektorverhältnisse
(lOb)oder(10a)~ sf~' f;' ..
Hierin bedeutet
S ein für alle Str9mzweige I. ~ eine für alle Stromzweige
gleicher Bezugsstrom, gleiche Bezugsspannung.
~ und S sind somit Maßeinheiten für die Richtung und Größe.
Q; und f sind Spannungsvektoren, .s und j Stromvektoren. Als
Bezugsspannung ~ bzw. Bezugsstrom Skann jede beliebige Span-
nung bzw. jeder beliebige Strom gewählt werden, z. B. 1 Volt
oder 100 Volt bzw. 1 Amp oder 10 Amp. Meistens ist es aber
vorteilhafter, dafür eine gegebene Spannung, z. B. die Netzspan-
nung bzw. einen gegebenen Strom zu wählen.
Wählt man als Bezugsspannung 1 Volt, so wird der Schein-
'A
leitwert durch das Vektorverhältnis ~v:;It dargestellt. Da
aber für die Ströme und Spannungen von vornherein je ein
Maßstab festzulegen ist, kann man für die Bezugsspannung
1 Volt den Strommaßstab gleichzeitig als Maßstab für die Be-
träge der Scheinleitwerte auffassen. In gleicher Weise kann
der Spannungsmaßstab für die Bezugseinheit 1 Amp gleich-
zeitig als Maßstab für die Beträge der Scheinwiderstände auf-
gefaßt werden. Daneben ist natürlich stets der Phasen,vinkel
von j bzw. f zu beachten. Die j- und f-Werte stellen somit für
die Bezugseinheiten 1 Volt bzw. 1 Amp direkt die Beträge der
Scheinleitwerte bzw. Scheinwiderstände dar, wobei als Maßein-
heiten 1 Siemens statt 1 Amp bzw. 1 Ohm st~tt 1 Volt zu setzen ist.
Abb.6 und 7 zeigen nun die Vektorverhältnisse ~ = ~
. r\5 1
für einen Stromzweig, der sowohl Wirkwiderstand wie (induktiven)
Blindwiderstand enthält.
12 Darstellung der Vektorverhältnisse.
Nach Abb.8 ist ~ das Vektorverhältnis für einen Wirk-
widerstand, nach Ab;. 9 ~ für einen rein induktiven und nach
Abb.lO ~ für einen rein ~:pazitivenBlindwiderstand und nach
lc
Abb. 11 ~ für einen Scheinwiderstand, der sowottl Wirk- wie
Js
(kapazitiven) Blindwiderstand enthält.
t'", g ~ g g
?r +90 0 -9a ~
\ Js
0 0 0 0 id ;/c 0 0
Abb.6. Abb.7. Abb.8. ",-t\bb.9. Abb.10. Abb.ll.
Die charakteristischen i-bzw. f -Vektoren in den Vektorverhält-
nissen l bzw. ~ können wir hiernach folgendermaßen definieren:~ 3
Nach Richtung und Größe ist
Abb. 6. Abb. 7.
f die Spannung, die an den i der Strom, welcher auftritt,
Klemmen des Widerstandes auf- wenn der Widerstand an die
tritt, wenn er vom Normal- Normalspannung ~ gelegt wird.
strom 3 durchflossen wird. D· D t 11 h;2
. f1 f2 Ie ars e ung ~ , -(f .1 • • •
DIe Darstellung -, --- , . . . . d b t h3 S WIr evorzug, wenn me rere
wird bevorzugt, wenn mehrere Scheinwiderstände parallel ge-
Scheinwiderstände hintereinan- schaltet sind1).
der geschaltet sind1).
1) Bei den meisten Aufgaben der Elektrotechnik ist eine konstante
Spannung a; gegeben. W~nn man diese als Bezugseinheit benutzt, so braucht
man hierfür keine neue Größe einzuführen. Man rechnet daher, wenn bei
derselben Aufgabe Widerstände teilweise in Parallelschaltung und teilweise
in Hintereinanderschaltung vorkommen, bequemer mit i-Werten statt mit
f -Werten. Letztere sollten aber stets benutzt werden, wenn es sich lediglich
um Hintereinanderschaltung handelt, da sich dadurch die Rechnung und
Berechnung dpr \Tektoryerlüiltnisse. 1~3
Nach Gleichung (1) bz\v. (2) ist:
~ == !1 + 12 +_._.. (lIa) J - ~2 j2 -t~~ (11 b)
~ ~ G:- ~
oder nach Gleichung (8):
~ == ~ (~+~) = Q;L\-----f; i2 (12a) I -i- = ~ (~ + ~) = ~h+ T2 (l2b)~ h J2 J1 J2 I ~ f1 f2 Tl f2
Berechnung und Konstruktion der Vektorverhältnisse.
Es seien zwei Scheinwiderstände r1 und r2 gegeben durch ihre
Wirk- und Blindkomponente (induktiv!) 1)
rwl == 4 Q rw 2 == 5 [}
rbl == roLl == 3!J rb2 . OJL2 == 12!}
Tl == -y42 + 32 == 5 Q T2 == Y5~ + 122 == 13 Q .
entsprechend einen1 Phasenwinkel
Es sollen die Vektorverhältriisse bestimmt werden
LX) für eine Bezugsspannung 65 Volt;
/1) für einen Bezugsstrom 5 Anlp.
Zunächst wird nach Abb. 12 ein beliebiger Maßstab für die
Spannungen (V) und für die Ströme (A) gewählt.
Zu cx) Unter einer beliebigen Richtung OE (Abb. 12a) \vird
die Bezugsspannung 65 Volt nach dem Voltmaßstab aufgetragen
und 0,J1 unter dem Winkel CfJl inl Uhrzeigersinn angetragen, so
daß tg f{J1 == 1 und die Länge von OJ1 , nach dem Amp-~laß-
Anschauung vereinfacht. Die Einführung der besonderen Bezugseinheit S
muß dabei in Kauf genommen werden.
Um eine Häufung der Indizes zu vermeiden, sind bei späteren Rech-
nungen mehrfach die Vektoren
f, g, 1) an Stelle von fl' f2' f3 und
Lx, ). an Stelle von jl' 12' 13
bezeichnet. Gleichwohl' sind diese Gruppen zur Abkürzung f -\Verte bzw.
j -Werte genannt, wobei Scheinwiderstände bzw. Scheinleitwerte gemeint
sind.
1) Da in der Starkstromtechnik in überwiegender Zahl induktive und
seltener kapazitive Widerstände vorkommen, so sind in den Berechnungen
und Diagrammdarstellungen erstere bevorzugt.
14 Konstruktion der Vektorverhältnisse.
E 65 Volt
stab gemessen, OJ1 = - = _ = 13 Amp ist; dann ist
OJ -' r1 D Ohm1 - 11 .
Für den zweiten Widerstand wird OJ2 unter dem <J: CfJ2
12 E 65 Volt 5 A .(tgT2 = ""5) angetragen und OJ2 = -:;: = 13 Ohm = mp = 12
gemacht. 2
ZU ß). Unter einer beliebigen Richtung OJ (Abb.12b) wird der
Bezugsstrom ~ = 5 Amp, nach dem StrolIlmaßstab gemessen, auf-
getragen, OF1 unter dem 1: CfJl (tgq:\ = f) entgegen dem Uhr-
zeigersinn angetragen und OFl=~rl=5Amp· 5 Ohm=25Volt=fl'
nach dem Spannungsmaßstab gemessen, gemacht, und ebenso OF2
Yo/f Am?
70 14
60 12
50 /0
lj(J 8
.JO 6
20
*
10 Z
0 0
Abb.12.
o
Abb.12a.
;:;~2r;;:. J,25~ l=.fA
;;=65
o
Abb.12b.
unter dem <J:'P2 (tgCfJ2 =~) angetragen und OF2 = Sr2
= 5 Amp· 13 Ohm = 65 Volt = f2 gemacht.
In beiden Fällen lX) und ß) ist darauf zu achten, daß die
Winkel er] und f{J2 im richtigen Drehsinn angetragen werden.
Da Q; und f Spannungsvektoren, ~ und iStromvektoren sind und
da in beiden Scheinwiderständen nacheilender Strom fließen soll,
so müssen nach den früheren Festsetzungen die positiven
Winkel CPl' c{J2 von dem Spannungsvektor zum Stromvektor inl
Uhrzeigersinn gemessen werden; daher sind diese Winkel in
Abb. 12a im lThrzeigersinn an Q; und in Abb. 12b entgegen dem
Uhrzeigersinn an Sanzutragen.
Diese Vorbereitungen für die Rechnung und die Konstruktion
der Diagramme erscheinen auf den ersten Blick etwas umständlich,
sie sind aber nur erforderlich für eine bestimmte Aufgabe und
erleichtern die weitere Durchführung derselben in weitgehend-
steIn Maße.
Ähnlichkeit zweier Vektorverhältnisse. 15
Ein Vergleich der Abb. 12a und 12 b ergibt die Ähnlichkeit
der Dreiecke
~OEJI C'; 6 OFl J und 6 OEJ2 C'.) !:::. OF2 J .
Diese Beziehung folgt auch aus GI. (8):
~ fl Q: f2
-:-=~;
h ~ j2 ~
oder allgemein
(13)
oder
(14)
Die geometrische Bedeutung dieses Kreuzproduktes je zweier
Vektoren wird später in dem Abschnitt über quadratische Vektor-
gleichungen erläutert werden.
Stellt! einen Scheinwiderstand dar, so stellt 1 einen Schein-j ~
leitwert dar. Diese einfache Umstellung von Zähler und Nenner
ersetzt die ziemlich umständliche Inversion der symbolischen
~Iethode. Ebenso ist ~. die Inversion von J. Ferner kann
man nach GI. (12) und h3) die Vektorverhält~sse ~ jederzeit
durch 1 ersetzen und umgekehrt, d. h. von einer D~rstellungs.
,~
weise zur anderen übergehen.
Wird der Scheinleitwert 1 an
Q:
eine andere Spannung e gelegt,
\vobei der Strom i auftritt, so
ist nach Abb. 13
__ l.··e ('(:.1 15)e-~' t=l~; e=~T' ( a
Wird der Scheinwiderstand 1
~
von einem anderen Strom i
durehflossen, wobei die Span-
nung e auftritt, so ist nach
Abb.14
1_3 .. _~e. i;-T' t-~T' e=f ~. (15b)
Die beiden Dreiecke OAB und Oab in Abb. 13 wie auch in Abb. 14
sind ähnlich. Dreht man daher das Dreieck OAB (0;, j bzw. f, S)
nach OAl BI' wobei die um gleiche Winkel verdrehten Vektoren
in ( ) KlanlInern gesetzt sind, so ist ab 11 Al BI .
16 Berechnungsbeispiele.
Diese Konstruktion ist die GI'undlage für alle Berechnungen,
um aus 3 Vektoren den vierten unbekannten zu bestimmen, z. B.
i aus j,Q; und e bzw. aus ~,f und e,
eaus j,@ und i bzw. aus ~,f und i.
Als Gedächtnisregel merke man dabei, daß z. B. bei der Multi.
plikation des V~ktors e mit dem Vektorverhältnis 4in der
Gleichung i = c & der im N e n n er stehende Vektor Q; an den
A A
'"
-
-
B A,~ "- rrl/iA, ? } rr)/1"-
~ / \ / \~ \ ~ \
\
C7 \
ffl/\ \g_(1))e,
--t-1rjj.)B,
0 0
Abb.13. Abb.14.
Mul tiplikand e zu legen ist. Bei Beachtung dieser Regel können
Fehler betreffend Größenveränderung des Vektors und Drehsinn
der Phasenverschiebung nicht unterlaufen, so daß die Operation
ohne längere Überlegung ganz mechanisch auszuführen ist.
b) Beispiele für die Berechnung von
Stromverzweigungen.
<x) Für die Stromverzweigung
Abb. 15 Abb. 16
ist i il + i2 (l6a) ~ fl + f2 (16b)
~ ~ 3 S
Die Konstruktion von i = il + i2 ist in Abb. 15a dargestellt.
00 = i ist die Diagonale des aus OA = il und OB = i2 gebildeten
Parallelogramms. In gleicher Weise ist f = fl + f2 in i\.bb. 16a
dargestellt. Es erübrigt sich, die Konstrukt.ion für mehr als
zwei Widerstände zu erläutern.
Ist der Widerstand ~ in Abb. 15 induktionsfrei und der
W'd t d Q; · . d Jlk . f 11 h A1 ers an -:- reIn In u tlV, so ä t nac bb. 15 b il in die
12
i -\\Terte für Parallel-, f-Werte für Seriellschaltung. 1 7
Richtung von Q;, und i2 steht senkrecht dazu (nacheilend). j1 und L~
bilden in diesem Falle ein Rechteck. Das gleiche gilt von f1 f2
in Abb. 16b. .
Ist umgekehrt der Leitwert kder.Parallelv~rzweigung (Abb.15)
bekannt und sollen die Leitwerte ~ und ~ eines induktions-
freien und eines rein induktiven Ersatzwiderstandes bestimlllt
,,'erden, so ist j in seine beiden recht-\vinkligen Komponenten i112
nach Abb. 15b zu zerlegen. Das gleiche gilt von Abb. 16b.
g
C ~
~ A---- C. I!t!g ~IIth/g 0 0 lß
Abb.15. Abb. 15a. Abb. 15b.
C f:1 C· A
t-Y1 /t1J
Abb.16.
ß) Muß ausnahmsweise für
Serienschaltung von zwei Wider-
ständen (Abb. 17) mit Sohein-
lei twerten gerechnet ,verden,
so ist
Parallelschaltung von z,vei
Widerständen (Abh. 18) 111it
Schein "\\t~iderständen gerech-
net werden, so ist
~_= (! + _~ = ~ itj:-j~l S-== 0 +_ 3 == ~ T1+ T2)
\ = ij~~i2 hi2 J(17a) \ = _\J2 f.2 '- flf2 (17b)
i1 + j2 ' Tl + T2
In Abb. 17a (bzw. 18a) ist die Konstruktion von j (bz,v. f)
dargestellt. Zu denl Zweck ist der Vektor 11 mit dem Vektor-
N at a 1i s, Gleich- und ""echselstrolllsystelne. 2. Auf! 2
18 i -Werte fUr Serien-, f-Werte fUr Parallelschaltung.
verhältnis ~~ zu multiplizieren. Dieses geschieht in"," der durch
11 + J2 .
Abb. 13 erläuterten Weise, indem man das aus i2 und i1 + i2
bestehende Dreieck BOO so um 0 in die Lage B 1 (J01 dreht, daß
001 mit der Richtung OA = j1 zusammenfällt und die Parallele AD
zu G1 B zieht. Dann ist 0 D = j. Zu dem gleichen Resultat würde
man, wie die Abbildung erkennen läßt, kommen, wenn man i2
c
Abb. I7b.
C A
I
I
I
&.--__~_~'8
c
Abb. I8a.
;/
Abb. I7a.
C;
~
C I'
--J..\A
\ ~~ I
~5\1C/::~ \ ~" ;;
-8
Abb. 18.
t-Y1J/g
Abb. 17.
mit ~~----;- multipliziert und DB 11 A 2 0 2 zieht. In Abb. ISa isth+12
die gleiche Konstruktion zur Ermittelung von f ausgeführt.
Liegen i1 und i2 senkrecht zueinander (Abb.17b) (bzw. f1
und f2 in Abb. 18b), so ist der Vektor j = OD gleich dem Lot
auf die Verbindungslinie AB der beiden Vektorspitzen von il
und i2 , da das rechtwinklige Dreieck BOG ähnlich dem Dreieck DOA
ist. Soll umgekehrt der Leitwert j = OD für die Serienschaltung
eines induktionsfreien und eines rein induktiven Widerstandes
nach Abb. 17 in seine senkrecht zueinander stehenden Kom-
ponenten j1 und i2 zerlegt. werden, so braucht man nur durch D
eine Senkrechte zu OD zu ziehen, welche die Vektoren il = OA
Dsgl. fUr mehr als zwei Scheinwiderstände. 19
und i2 = OB auf den Koordinatenachsen abschneidet. Die gleiche
I{onstruktion führt nach Abb.18b zur Zerlegung von f in fl
~,nd f2.
Es sei hier auf den charakteristischen Unterschied der Abb. 15 b
für parallel geschaltete und 17 b für in Serie geschaltete (induktions-
freie und rein induktive) Widerstände besonders aufmerksam
gemacht. Das gleiche gilt von Abb. 16b und 18b.
Abb. 19a.
Liegen mehr als zwei Widerstände, z. B. drei, in Serie und
soll ausnahnlsweise mit Scheinleitwerten il/Q:, j2/~' i3/(i ähnlich
Abb. 17 gerechnet ,verden, so sind nach GI. (18) (Abb. 19a, b)
0: 0: G: ~ f1 f2 fa f1 -~- f2 -f- f3 f
-;-- == --;--- + . -t-- -,--- == -~- + -~- + -n.' == . ."\ . == ~- (18)
J h J2 J3 '\~' '\,5\~ '\\ '\\
zunächst die Vektoren ili2i3 aufzutragen (Abb. 19a), darauf
sind unter Zugrundelegung eines beliebigen Bezugsstron1es ~' die
Vektoren fl f2 f3 (fl = ~ ~ ...) und ihre vektorielle Sumlne
h ('J
f = fl + f2 + f3 (Abb. 19 b) zu bilden, und schließlich ist i == es; -~­
f
zu konstruieren (Abb. 19a). Bei diesen Ermittlungen ist wieder-
holt die Konstruktion Abb. 13, 14 zu benutzen.
y) Für die Stromverzweigung (Abb.20) seien die Scheinleit-
werte..k ~ und die Scheinwiderstände k 1,,- gegeben;Q:' ~ ~' ~
2*
20 Parallel- und Serienschaltung von Widerständen.
f
S
dann ist:
;12
~
i
(19a) :
I
Abb.20a.
o
(19b)
(20)
(21 b)
/'
/
':->(.
/ /12
o j;
Abb.20b.
Auf der rechten Seite des Diagramms (Abb. 20a, b) sind die
Vektorverhältnisse j!- und ~,aufder linken die Verhältnisse f3_
~ ~ ~
und Jt dargestellt. Aus il und i2 wird il + i2 gebildet und ent-
~ ~
sprechend GI. (19a) f12 ~== ~,' . konstruiert und dazu geo-
h + 12 f ( ~ )
metrisch f3 und f4 addiert; dann ist ~, f == ~ -.-;- + f3 + f4 ,
'5 J1 + 12
das gesuchte '7ektorverhältnis für die ganze Stromverzweigung
oder ihr Scheinwiderstand. .
Wird nach GI. (21 b) der Scheinleitwert -L bzw. i gesucht,
~ ~
80 ist j == @_\5 zu konstruieren. Dieses ist auf der rechten Dia-
f
grammhälfte ausgeführt, indem das Dreieck j, 0: ähnlich dem
Dreieck ~, f (Abb.20a) gAzeichnet ist.
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D. Vektorprodukt.
Wirkleistung, Blindleistung, Gesamtleistung.
Die Leistung einer Wärmekraftmaschine (Kolbendampf-
maschine, Gasmaschine) wird bestimmt durch den Inhalt eines
Indikatordiagramms (multipliziert mit der Anzahl der Kolbenspiele
in der Zeiteinheit). Sie wird also dargestellt durch eine Fläche,
V2
deren Größe gleich dem Integral f pdv ist, worin p der Druck
VI
und dv die Volumenänderung ist. Es ist daher naheliegend, die
Leistungsaufnahme eines elektrischen Stromzweiges a~ch durch
Flächen darzustellen. Während es sich' aber bei Kraftmaschinen
nur um eine Energieform handelt, kommen in einem elektrischen
Stromkreise zwei Leistungsformen zur Wirkung, die wir mit Wirk-
leistung, 91w=EJcosq;, und Blindleistung, 91{) =EJsinq;, be-
zeichnen.
Die Wirkleistung 9'lhl wird in den Widerständen in Wärme
oder in Maschinen in mechanische Leistung umgesetzt, während
die Blindleistung m6 zwischen den Strom-Erzeugern und -Ver-
brauchern hin und her pendelt, ohne äußere Arbeit zu leisten.
Die Blindleistung wird lediglich im Verlauf einer Halbperiode in
den Verbrauchern und in der anderen Halbperiode in den Er-
zeugern aufgespeichert.. Diese beiden in einem Stromkreise auf-
tretenden Leistungen sind nicht gegeneinander zu vertauschen,
da sie nicht kommensurabel sind. Nach dem Gesetz von der
Erhaltung der Energie werden die in den Stromerzeugern cnt-
"rickelten Wirkleistungen in den Stromverbrauchern restlos in
Wärme oder mechanische Arbeit verwandelt, und ebenso treten
die in jenen erzeugten Blindleistungen in diesen wieder als Blind-
leistungen auf. Dagegen kann sich eine Wirkleistung nienlals in
eine Blindleistung verwandeln und umgekehrt eine Blindleistung
.nicht in eine Wirkleistung.
Bedeuten in Abb. 21 l' == OA und i == 00 Spannungs- und
Stromvektor eines Stromzweiges, so läßt sich die Blindleistung 9(6
durch den Inhalt des Parallelogramms 0 AB 0 == e i sin qi dar-
stellen, worin ei gleich denl Inhalt des Rechtecks 0 C F {i ist
(OG ~ 00 und OG = lei). Wollen wir auch die Wirkleistung
durch eine Fläche darstellen, so müssen wir den Spannungsvektor
oA entgegen dem Uhrzeiger um 90 0 nach 0 D == b verdrehen.
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(22)
E
für die Blindleistung 1 Blindvoltamp zu setzen.
Da Ibl = lei ist, so kann man auch
die Wirk- und Blindleistung durch
die in Abb. 21 doppelt gefiederten
Höhen der Parallelogramme dar-
stellen und diese nach Abb. 21 a für
einen voreilenden oder nach.
~::'-'-'T----~B Abb. 21 b für einen nacheilenden
Strom vektoriell zur Gesamt-
leistungsaufnahme ?R zusammen-
setzen. Durch diese vektorielle Zu-
sammensetzung wird gleichfalls
zum Ausdruck gebracht, daß
Wirk· und Blindleistung verschie-
denartige Größen sind. Da sie
aber, hiervon abgesehen, in einem
bestimmten Verhältnis stehen,
bzw. Nb + N~ - N2 ,
\
\
Dann ist der Inhalt des Parallelogramms 0 D E C = e i cos cp .
Dabei ist als Maßeinheit für die Wirkleistung 1 Wirkvoltamp und
als Maßeinheit
Nb
- = tgcpNw
so kann man sie in einer Vektorgleichung
SR = SRro + ?Rb. · (23)
zusammenfassen und mit ihnen ebenso rechnen ",~ie mit Vektoren.
;JZ~~r-------I
~+~
Abb. 21 a u. b. Abb. 22. Abb. 23.
Nach den Regeln der Vektoranalysis bezeichnet man
91ro = ei coscp = (e i) (24)
als das innere Produkt und
mb = ei sincp = [ei] (25)
als das äußere Produkt.
Gleichwertigkeit der beiden Leistungsformen.
Wir können daher schreiben:
m= Ww + Wb == (ei) + [ei] == {ei},
23
(26)
indem wir für die gesamte Leistungsaufnahme Weines
Stromzweiges als Symbol die {} Hakenklammer ein-
führen und diesem Produkt die Bezeichnung Vektor-
prod ukt1 ) beilegen. Da ferner
ei cos (e, i) == di sin (d, i) (27)
ist, so können wir auch
schreiben, so daß
(e i) == [b i]
9l == [b i] + [e i]
(28)
(29)
wird. Durch GI. (28) ist gleichsam das innere Produkt (ei) in
ein äußeres verwandelt und die Gleichwertigkeit der beiden ver-
schiedenartigen Leistungsformen ausgedrückt.
Bei dem äußeren Produkt [e i] ist bekanntlich die Reihenfolge
der Vektoren zu beachten, da
[e i] = -eie] (30)
ist. Diese Tatsache ist damit begründet, daß der
.<t e, i == - <t. i, e und sine, i == - sin i, c (31)
ist, und bedeutet, daß die Aufnahme an Blindleistung eines
kapazitiven Widerstandes negativ einzusetzen ist, wenn die eines
induktiven als positiv angenolnmen wird. Da wir auch die
Wirkleistung [bi] als äußeres Produkt auffassen wollen, müssen
wir auch hier die Reihenfolge der Vektoren beachten. Diese
Annahme führt uns aber zu der Unterscheidung eines positiven
und negativen Wirkwiderstandes. Wenn wir unter ersterenl einen
(Ohmschen) Wirkwiderstand verstehen, so taucht die Frage auf,
wie ,vir uns einen negativen Wirkwiderstand vorzustellen haben.
Ein positiver Wirkwiderstand verbraucht eine Spannung ir, ein
negativer muß daher die gleiche Spannung ir erzeugen. Ein solcher
"I) Vielfach wird auch das innere Produkt als skalares, das äußere
als v e k tor i e 11 e s bezeichnet. In der Wechselstromtechnik erscheint diese
Bezeichnungsweise für zwei verschiedenartige, aber ganz gleichberechtigte
Leistungsformen ungeeignet. Außerdem würde die Bezeichnung vek-
torielles Produkt leicht zu Verwechslungen Anlaß geben mit der hier
gewählten Bezeichnung Vektorprodukt für die Gesalntleistung.
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verhält sich daher z. B. \vie ein im geradlinigen Teil der Charak-
teristik arbeitender, mit konstanter Geschwindigkeit angetriebener
Hauptstromgenerator. Nach Abb. 22 ist die Wirkleistung positiv,
,,~enn i gegenüber e im ersten oder vierten Quadranten liegt, und
nach Abb. 23 ist die Blindleistung positiv, wenn i im dritten oder
vierten Quadranten liegt. Nach dieser Auffassung ist ~ie Energie-
richtung (Aufnahme oder Erzeugung)"" für beide Leistungsformeh
einheitlich und gleichwertig festgelegt.
Das Vektorprodukt {ei}, welches die gesamte Leistungs-
aufnahme eines Stromzweiges kennzeichnen soll, ist nach Abb.21
gekennzeichnet durch einen Flächeninhalt ei mit der Maßeinheit
1 Voltamp. und den Winkel cp zwischen e und i, wobei dieser
Winkel stets von dem Spannungs- nach dem Stromvektor gerechnet
werden und entgegen dem Uhrzeigersinn, entsprechend einer
kapazitiven Belastung, als negativ angesehen ,verden soll. Das
Vektorprodukt {ei} == SJ( wird nach Abb.21a, b als die geo-
metrische (in der symbolischen Rechnungslnethode würde man
"komplexe" sagen) Summe der Wirkleistung oder des inneren
Produktes (e i) == [h i] == 9?tu und der Blindleistung oder des
äußeren Produktes [ei] == in[) dargestellt. In den nachfolgenden
Darstellungen wird aber die Darstellung durch Flächengrößen
{Parallelogramme} nach Abb. 21 bevorzugt, weil sie anschaulicher
ist und jederzeit die Entstehung der Produkte aus den Vektoren e, i
erkennen läßt. Dabei genügt es, sich n ur die Blindleistu ng
O.t.4BC ~ 9?[) vorzustellen, da das Parallelogramm ODEC
der Wirkleistung 9?w jederzeit dazu ergänzt werden
k an n. Das letztere kann daher in der Darstellung unterdrückt
werden.
E. Umwandlungen von Vektorverhältnissen.
Ein Vektorverhältn'is .!.. (Abb.24) bleibt unverändert, wenn
e
beide Vektoren um den gleichen Winkel wt verdreht werden:
11 i
- == - (32)
e1 e
,vorin /t11= lil und leI/ == lei und der Relativwinkel -1: e1 , 11
== -1: e, i == cp ist. Das Vektorverhältnis ist daher unabhängig von
der Zeit oder eine Invariante.
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Hierin liegt auch die Begründung, daß man nach Abb. 6
und 7 einem Vektor des Vektorverhältnisses ~ bzw. ~: eine
konstante Richtung geben kann:
i i Se= @ =Te
Nach GI. (7) kann man ferner beide Vektoren eines Vektor-
verhältnisses mit der gleichen reellen Zahl + a. bzw. - cX multi-
plizieren:
e xe
-LXl
- a.e
(Abb. 24). (34)
(35)
Abb.25a.
B
Abb.25.Abb. 24.
Aus GI. (33) ergibt sich
i = e k (Abb. 13).
#~ /)
C /
/
o F
Die Abb. 13 läßt aber auch erkennen, daß nicht nur die Drei-
ecke OAB und Oab ähnlich sind, sondern auch die Dreiecke
O...4a und OBb, entsprechend
. . c (:~H)t = 1~.
Aus GI. (35) und (36) ergibt sich, daß die Vektoren c und J llll
Zähler in ihrer Reihenfolge beliebig vertauscht werden dürfen.
Es gilt also hier das kOlnmutative Gesetz. Ebenso können, \venn
mehrere Vektoren im Nenner yorkommen, diese in ihrer Reihen-
folge vertauscht werden.
Bei vektoriellen Berechnungen werden häufig auch Spiegel-
vektoren benutzt, für deren Herleitung und Behandlung nach-
stehende Regeln gelten. Der S piegelve.ktor soll dabei durch
einen Index gekennzeichnet \verden, der den spiegeln-
den Vektor angibt. So bedeutet Tc das Spiegelbild des Strolll-
26 Gespiegeltes Vektorbüschel.
(37)
vektors i gegenüber der Spannung e. Nach Abb.25 und 25a ist
le i~ . ja;e= ~; te = e~.
Hierin ist
(39). ~ li /2t - e - -------
r - j I~12 '
lirl === \tl und <}:e, te= -<}:e, i ~ -qJ. (38)
Machen wir andererseits das Dreieck 0 A D C') 0 BA,. so ist 0 D
gleichphasig mit dem gesuchten Vektor le' aber in der Größe
e ~ (OA)2
verschieden, und zwar ist 0 D = e - = e - und 0 C = --1 j OD
= OD (OAr daher(OD)2 '
worin \i!2 bzw. 1~12 Skalare mit den Maßeinheiten 1 Amp2 bzw.
1 Volt2 sind.
Abb.26.
~
Abb.27.
(40)
Sind i und e ·zwei Vektoren und le bzw. ei die betreffenden
Spiegelvektoren~ so ist nach Abb. 26
-=~
ei e
Ist ein Büschel von Vektoren e, f, g, ... (Abb. 27) mit feststehen-
den Phasenwinkeln <x, ß, ... gegeneinander gegeben und sollen
die Spiegelbilder e~, f~, g~ derselben gegen einen unbekannten
Spannungs- oder Stromvektor ~ gebildet werden, so können diese
auf das Spiegelbild e~ eines dieser Vektoren zurückgeführt oder
durch das Vektorverhältnis e~ ausgedrückt werden. Nach
Abb. 27 ~t e
worin
ist, daher ist
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(41)
Hierin sind fe' ge' . · · die bekannten SpiegelbildeI~ von f, 9, . · ·
gegen e.
F. Umwalldlungen von Vektorprodukten.
Während bei der Multiplikation von Vektoren mit Vektor.
verhältnissen die Reihenfolge der Vektoren im Zähler und Nenner
v"'ertauscht werden darf, ist dieses bei Vektorprodukten nicht
zulässig. Es sind aber nicht nur die Vektorprodukte {e ·i} und
{i · e}, sondern auch {e · i} und - {i · e} voneinander unter-
schieden. Das kommutative Gesetz gilt daher hier nicht. Daher
werden in allen Fällen, wo eine Verwechslung möglich ist, die
Vektoren des Vektorproduktes durch einen Punkt voneinander
getrennt, z. B.
Hierin dürfen zwar e und f sowie i und 1) vertauscht werden,
dagegen nicht fund 1) bzw. 9 und f; ferner darf das Vektorver-
hältnis 1 nicht unverändert auf die rechte und 1 nicht auf die
9 f
linke Seite gesetzt werden, da hierdurch der Winkel zwischen
den beiden Vektoren verändert würde. Der trennende Punkt
bildet gleichsam eine Barriere. Ist dagegen einer' der beiden
Vektoren mit einer re e 11 e n Zahl LX multiplizif'"t, so kann diese
auf den anderen Vektor übertragen werden, da hiermit keine
Verdrehung des Vektors verbunden ist. Es ist daher
{eXe· i} === {e· eXt}
und ebenso nach Abb. 28
{e · i} = {(X e· ~} = {- (X e · ~~:/l
(42)
(42a)
Werden die beiden Vektoren e, i eines Vektorproduktes {e, t}
um den gleichen Winkel c', e verdreht, d. h. mit dem gleichen
Vektorverhältnis ~ multipliziert (worin le'j= Jel ist, Abb.28a),
e
so ändert sich der Wert desselben nicht, da so\vohl der Flächen-
28 Addition von Vektorprodukten.
(43)
inhalt e i = Iel ·1 iI wie der Winkel zwischen eund i unverändert
bleibt. Wir erhalten daher die Gleichung
{ / /} { I}, e, e , , e{e-t} = e e-te = e -te·
Abb.28a.Abb.28.
DasVektorprodukt ist daher ebenso wie das
Vektorverhältnis eine Invariante. Dasselbe
bleibt unverändert, wenn der Flächeninhalt
und der Winkel zwischen
e und i unverändert
bleibt, während e und i {).---.,.....-_-.;;,.~
um den gleichen Winkel
verdreht werden können.
Die Addition (bzw.
Subtraktion) zweierVek-
torprodukte {e1 • 11 } + {e2 • 12} wird nach Abb. 29 in der Weise vor-
genommen, daß man das Vektorprodukt {e2 • 12 } == 0 DE F an das
Vektorprodukt {e1 - 11} = O,A B 0 anträgt und in das Vektorpro-
dukt {eI · i3 } = 0 B J K verwandelt. Zu dem Zwecke wird B G 11 0 F
gezogen und durch den Schnittpunkt H von GG mit DE die
O~---~.....~
G E
~ --J_~~
K J 11
Abb.29. Abb.29a.
Parallele H J K zu e1 gelegt und 13 = 0 K gefunden; dann ist
{e1 13} == {e2 12}· Nunmehr wird 14 = 11 + 13 gebildet, dann ist:
{ '}_{ '}+{' '}_{ . ,+{ fe2 1. }_{ (. le~I,)} 44)'CI·t4 - el·tl e2·12 -- CI·tlf el·le~lt2 - ce 11+rellt2 · (
Soll das zweite Vektorprodukt subtrahiert werden, so ist das-
selbe oberhalb der Linie 0 Banzutragen.
Die Richtigkeit vorstehender Konstruktion ergibt sich aus der
Zerlegung der Gesamtleistungen 911 bzw. 912 in die Wirkleistungen
91tu 1 bzw. intu 2 und Blindleistungen iY~b 1 bzw. inb 2; es ist
(in1 + in2) = (9(tv 1 + intv 2) + (91b1 + 9(b2)- (45)
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Abb.31.Abb. 30.
Besteht einer der beiden Vektoren eines Vektorproduktes oder
beide aus geometrisch zusammengesetzten Teilvektoren, z. B.
e = e1 + e2 und i == 11 + 12 , so ist nach Abb.29a
{e-i}=={(e1+e2)-(tl+12)}=={e1-h}+{e2-12}-t-{el-i2}+{e2-11}. (46)
Nach GI. (44) bis (46) gilt daher für Vektorprodukte das dis-
tributive Gesetz.
In Abb. 29a wie auch in den vorhergehenden Abb. 28 und 29
ist nur die Blindleistung dargestellt. Der Be"reis für die Wirk-
leistung ist aber in glei-
cher Weise zu führen, in-
dem statt der Vektoren
e, e1 , e2 die um 90° ver-
drehten Vektoren b, b1 , b2
eingeführt werden. 0
Die Wirkleistung so-
wohl wie die Blindleistung
läßt sich unter Benutzung
des Spiegelvektors le nach
Abb. 30 folgenderlllaßen
berechnen:
{e - i} + {e - ic} == {e - (i + tl')} == 2 9( tt) , ( 47)
{e - i} - {e - le} == {e - (i - i c)}- == 2 9(0 . (48)
Bei der Vertauschung der Vektoren eines Vektorproduktes
ist folgendes zu beachten:
Sollen in dem Vektorprodukt {c . i} die beiden Vektoren gegen-
einander vertauscht werden, so muß
1. das Produkt ei == IeI-\i I unverändert bleiben;
2. der Winkel (P, um den der erste 'lektor gedreht \verden
Inuß, um ihn mit deIn zweiten zur Deckung zu bringen, nach
Größe und Drehsinn unverändert bleiben.
Diesen Bedingungen \vird nach Abb.31 genügt durch
{e-1}=={i- ei}=={ic -e}. (49)
Von einer solchen Umstellung der Spannungs- und Stronlvek-
toren \vird aber im allgemeinen kein Gebrauch gemacht ,verden,
da man bei der Aufstellung von Vektorproduktgleichungen stets
in der Lage ist, als ersten Faktor einen Spannungsvektor zu
wählen. Die Vertauschung von Strom- und Spannungsvektoren
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ist daher im allgemeinen zu vermeiden, weil sich dadurch leicht
Fehler in die Rechnung einschleichen können. Vielfach wird da-
gegen Gebrauch gemacht werden von der Umstellung gleichartiger
Vektor0n, besonders Spannungsvektoren, oder Vektorverhältnissen
innerhalb der { }Haken-Klammern eines Vektorproduktes. Hierfür
gelten folgende Regeln. Nach Abb.32 ist
{9'+f}={fg'+9}={f'~-9f}. (50)
Denn es ist
1. gi f ==' lq i g == t~fJ1 ,
e e e
2. der Winkel zwischen den beiden Vektoren der drei Vektor-
produkte gleich tX +ß. Als Gedächtnisregel ist daher zu be-
Abb.32a.
merken, daß man bei der Vertauschung zweier gleichartiger
Vektoren von einem der heiden das Spiegelbild gegen den anderen
einsetzen muß.
Ähnliche Regeln gelten bei der Umstellung von Vektorverhält-
nissen. Nach Abb. 32a ist
und
(51)
(52)
Hat das Vektorprodukt die spezielle Form {g. i e; }, so ist
nach Abb.33
{
t eg } { t g} { t }9·t e = g. t gc = gc' t (53)
nlit dem Winkel (X + 2 ß .
Die fast ganz gleichartige geometrische Darstellung eines
Vektorverhältnisses i und eines Vektorproduktes {e· i} führt
e
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schließlich noch zu einer anderen Ausdrucksweise für das Vektor-
produkt. Der Winkel des letzteren ist nänl1ich auch durch das
Vektorverhältnis ~ richtig dargestellt. Damit aber auch der
e .
Flächeninhalt e i eingehalten wird, ist das Vektorverhältnis ~
e
noch mit dem Skalar I e12 zu multiplizieren. Setzen 'vir ferner
noch ~ == _L, so erhalten wir
e Q;
(55)
Clr2jF
'c::- --L__~
Abb.3:3.
{e· i} = {le/2• +} = {!e I2 • ~-}. (54)
Diese Ausdrucksweise führt aber zu einem Vergleich der Dar-
, stellungsweise eines Vektorverhältnisses, eines Vektors und eines
Vektorproduktes.. Es ist
i t . 1 i
.- = eO t = e • -:I
, e e e
Diese drei Formeln unterscheiden
sich nur durch die fortschreitenden
Potenzen von e, nänllich eO, e1 , e2,
und lassen die drei charakteristischen 0 .-:::----l~__I"--~
Rechnungsgräßen in einem neuen
Lichte erscheinen, indem sie sämtlich
idurch das Vektorverhältnis .- dar-
zustellen sind. e
G. Umwandlullgell von VektorgleichungeIl in Vektorprodukt-
gleichungen und umgekehrt. Unterschied zwischen }ireuz-
produktgleichungen und Vektorproduktgleichung'en.
a) Umwandlung von Vektorgleichungen in
Ve ktorprod u ktgleich u nge n.
Bislveilen ist es erwünscht, aus einer Vektorverhältnisgleichung
(Vektorgleichung) eine Leistungsgleichung (Vektorproduktglei-
chung) zu ent,vickeln. Ist nach Abh. 34
so ist zwar
i Se ='-Q;-'
ILtI Jil == lell,~1
(öß)
(t)7)
und
~ ~
~e,i==~Q;,S·
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g~/
/
Abb.35.
Dagegen sind {~. i} und {e~} voneinander verschieden, da nach
Abb. 34 die <9: ~, i und <}: e, S ungleich sind, denn es ist
<9: ~ , i == 2 rp + <X und <1: e , S == - (X •
Wir schreiben auch GI. (56), unter Fortlassung der Begrenzungs-
striche I I der Vektoren, da durch diese Abk·ürzung eine Ver-
wechslung mit einer Vektorproduktgleichung nicht zu befürchten
ist, in der Form Q:i == e~ (58)
und nennen eine solche Gleichung, welche lediglich eine andere
Schreibweise einer Vektorverhältnisgleichung ist, eine Kreuz-
produktgleichung. Die Produkte dürfen aber nicht durch
{ }-Klammern eingefaßt werden, da diese ausdrücklich für Vektor-
produkte vorbehalten sind.
Will man daher eine derartige Kreuzproduktgleichung, die aus
einer Vektor- oder Vektorverhältnisgleichung entstanden ist, in
eine Vektorproduktgleichung verwandeln, so muß Inan hpachtpl1,
daß die Winkel der beiden Vektorprodukte gleich sind. l)aH
geschieht nach Abb. 34 durch nachstehende Gleichungen:
{ei · S} == {e · S~} = {~ · i~} == {~i • i} mit dem <1: (X + 2 qJ, (59)
{~. le} == {~3· i} == {e~· S~} = {ei· Si} mit dem -tlX, (60)
{ '} { ~ It\2} { ~ le l2} de·t = @·~1~12 = @·~1@12 mit ,em <f,({!. (6I)
/'1;;
(62)
oder
{e ·i} =-~ {(t·S},
!elltl = I~II~I
b) Umwandlung von Vektorproduktgleichungen in
Ve ktorgleich u nge n.
Ist nach Abb. 35
so ist
aber
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Durch Einführung entsprechender Spiegelbilder kann man aber
gleiche Winkel erhalten, ohne den numerischen Wert des Kreuz-
produktes zu ändern. Hiernach ist
e Si S mit dem Winkel tX , (63)Q; 13
S e e~ mit dem Winkel (64)
- -
-<X .
i Q;e Q;
Aus Gl. (63) und (64) ergibt sich
ei === Q;Si === Q;eS, (65)
~S === e13 = e~ i · (66)
H. Berechnung der Wirk- und Blindleistung
aus der momentanen Leistung.
In den vorhergehenden Abschnitten wurde erörtert, daß in
einem Stromzweige zwei ganz verschiedenartige, aber in jeder
Beziehung gleichberechtigte Leistungsformen, die Wirkleistung 9(tu
und die Blindleistung 9Cl), auftreten.
Erstere wurde Init 9(tu === E J COSfP, letztere luit 9cb == E J 8ing
'
eingesetzt. Diese beiden Teilleistungen setzen sich geometrisch
rechtwinklig, d. h. vektoriell, zusanllllen zu der Gesamtleistung 9(:
oder
9c === 91 tu + 9lf)
N2 =-= N; +. N~ .
(67)
(68)
Die Berechnung der (Inittleren) Wirkleistung durch Integration
der Momentanleistung über eine ganze Periode ist nun wiederholt
durchgeführt (vgl. Fränkel: Theorie der Wechselströme, S.10
u. 16, 1921) und ergibt den Wert EJ cosq;. Zur Ermittlung
der Blindleistung wurde aber lediglich angenommen, daß sie sich
zusammen mit der Wirkleistung zur Scheinleistung EJ ergänzen
muß, so daß
Wb = -y(EJ)2 - (EJ cos tp)2 === E J sinfP
wird.
Dieser Wert für die Blindleistung steht plötzlich wie ein deus
ex machina, wie ein unbeweisbarer Lehrsatz, vor uns, gestattet
aber keinen tieferen Einblick in das Wesen der Blindleistung.
Auch die Zulässigkeit der Zerlegung des Stromes 3 in einen
N at a I i s, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 3
34 Effektiver Strom.
(73)
(69)
(70)
(71 )
(72).
Wirkstrom J cOSflJ und einen Blindstrom J sing; entbehrt eines
Beweises.
Es soll daher nachstehend aus der Gleichung für die Momentan-
leistung eine gleichartige vektorielle Ausdrucksweise für die Wirk-
und Blindleistung abgeleitet werden. Dabei bedeutet in einem
Stromkreis mit Widerstand R und Selbstinduktion L
e die momentane Spannung, em die maximale und E, (E2 = ! e~) ,
die effektive Spannung,
i den momentanen Strom, im den maximalen und J, (J2 =! i~),
den effektiven Strom, .
l~ I',;
Abb. 36 a.
R = ~cosqJ den Wirkwiderstand und coL = ~sincp denJ J
Blindwiderstand,
2n d· K . fW == T le reIS requenz.
Es ist
R· L di
e= t+ Ti
.. 2 nti = im sinwt = t mSln T ~
di. 2 n . 2 Tl t
dt = WtmCOSO)t = T tmCOS-rj- ~
e = R im sin OJ t .+ w L im cos w t ,
ei = R i:n sin2 0) t + CO L i':n sin w t cos w t I
.= E J cos cp (1 - cos 2 CO t) +E J sin cp sin 2 w t
4nt .. 4nt
= E J cos cp - E J cos cp cosT + E J Sln cp SlnT ·
Die momentane Leistung besteht daher aus drei Teilen, von
denen die ersten beiden die Wirkleistung, der letzte die Blind-
leistung bilden. In Abb. 36a ist über eine ganze Periode T der
(:lnadratiseher }\tJittelwert der Wirkleistun,!,!'.
Verlauf des Stromes i === im sinfot sowie das Quadrat desselben,
i 2 === (im sinwt)2 == !i~(I-cos2wt), aufgetragen, wobei die Maß-
stäbe für im (Anlp) und i;n (Amp2) so gewählt sind, daß im
und i~ gleiche Größe besitzen. Der Strom i erscheint als eine
einwellige Sinuskurve, i 2 als zwei,vellige Sinuskurve, deren SYIll-
metrieachse um den Betrag J2 === li;n gegen die Abszissenachse
verschoben ist.
Abb. 36b. Abb. 36c.
In Abb. 36 b sind weiterhin über eIner halben Periode die
.Beträge von
·a) EJ coscp (I(onstante),
b) -EJ eos ep cos 2 OJt sowie
c) deren SUllnne E J cos ep (1- cos 2 wt) und
d) E J sin ({J sin 2 (l) taufgetragen.
Die I(urven b, c, d sind ebenso wie die Kurve für i 2 in Abb. 36a
zweiwellige Kurven, ,vährend der konstante Energiestrom
a == E J cos ep als Welle von unendlich
großer Periode aufzufassen ist.
Dnl nun Wellen mit 90° Phasen-
verschiebung vektoriell zusanlmen-
zusetzen, nluß man nach GI. (68) ihre
Quadrate addieren. Sinngemäß müssen
bei der Auswertung der drei Wellen a, b
und d die Integrale
T
Mittelwert von a1 = ~ !(EJCOStp)2 dt = N~1l
o
3*
(74)
36 Quadratischer Mittelwert der Blindleistung.
(76)
(75)
T
Mittelwert VOll b1 = ~J(EJ costp cos4;ty dt = N~2'
o
T
M· I d 1 j'(EJ' . 4n t)2 d N 9ltte wert von 1 == T smcp Sillp t == b
o
gebildet werden, d. h, die quadratischen Mittel der Augenblicks-
werte und nicht etwa ihre arithmetischen Mittelwerte,' die iln
Falle bund d gleich Null sein würden, Die Kurven a 1 , b1 , d1
~sind ill Abb. 36c für eine halbe Periode dargestellt; a1 ist eine
Parallele zur Abszissenachse, während die Kurven b1 und d1 vier
wellige Kurven darstellen, deren Mittel\vert gleich der halben
Amplitude ist, Eine Ausrechnung der Integrale GI. (74) bis (76)
würde sich hiernach erübrigen, Der Vollständigkeit halber soll
sie aber nachstehend durchgeführt werden.
Für die Integrale GI. (75) und (76) ist zu beachten, daß
2n
JSill2XdX =[- Sill42 x + ;1:"'= n,
o
2nJcos2 X dx = [Sill
4
2~ + ;]:'"= n
o
ist. Damit ergibt sich:
TIj"N~l == T (EJcosq;)2dt == (EJcOScp)2:
o
(77)
(78)
(79)
T
'> 1J(EJ' . 4nt)2dNb = T SInqJ slllT t
o T (81)
1 E · )2 ( . 24 .7l t d 4 n t ( )9
= 4n ( Jsmtp . sm -p 'f.1 =! EJsilltp ~.
o
'Tektorielle Zusanuuensetzung- dpr Wirk.. uno Blindleistung. 37
Daraus ergibt sich:
9(t01 == EJcoscp, (82)
191102 == ---==EJcosq;, (83)y2
~b = ~ EJ sinlP . (84)y2
Es ist nunmehr zunächst der Vektor
(85)
zU bilden, oder
91tu1 = 91tu + 9(ro 2 , (86)
was gleichbedeutend ist mit
/intu1 /2 = J9Ctu 12 + J91tu212 , (87)
(EJcOSqJ)2 = N~ +!(EJ COSqJ)2 , (88)
N~ = !(EJ COSqJ)2 , (89)
1
N w == r=EJcosqJ. (90)
l2
Links von Abb. 36b ist die Darstellung von EJ, EJ eosep, EJ sin qJ,
(EJcOSlP)2, (EJsinlP)2, i2EJcoslP' _AEJSinrp gegeben, und
in Abb. 36d ist zunächst nach GI. (87) N w == OA aus N w 1 == AB
und N w2 == OB entsprechend GI. (82), (83) konstruiert und darauf
9( == OC aus 9?w == OA und 9?b == AC [GI. (84)] gebildet. Er-
1
sichtlich ist der <r OAB = 45° und ~to= f2 EJ cOSlP·
Unter der Wirkleistung EJ COSgJ und der Blind-
leistung EJsinq; hat man sich daher die y2fachen qua-
dratischen Mittelwerte der Momentanleistungen vor-
zustellen. Es ist daher
SJ? = i}ctu + Wb oder (BJ)2 == (E J COSfP)2 + (BJ sin gJ)2. (91)
Die Darstellung Abb. 36a und 36c zeigt, daß die quadratischen
Mittelwerte der Leistungen in gleicher Weise gebildet werden ,,,,ie
der quadratische Mittelwert des Stromes J2 in Abb.36a, und
daß erstere aus vierwelligen, letztere aus zweiwelligen Sinuskurven
entstehen.
38 Quadratische Vektorgleichllllgen.
J. Quadratische Vektorgleichungen und Vektorgleichungen
höheren Grades.
Quadratische Vektorgleichungen kommen bei elektrisch oder
magnetisch verketteten Stromzweigen vor. Verwandelt man die
Vektorverhältnisgleichung
(92)
(9:l a)
~
e~
in die Kreuzproduktgleichung
~-~==v-c, (93)
so entsteht eine quadratische Vektorgleichung. Um aus den
beiden bekannten Vektoren °und e den gesuchten Vektor ~ zu
finden, beachten wir, daß nach GI. (92)
~v,~==~~,e
und nach GI. (93)
I~l-I~I == lvi-leI;' 1~12 == lol,-lel; I~I == i~ iibnCl (93b)
sein muß. Der Vektor ~ liegt daher auf der Winkelhalbierenden
von bund c und ist gleich dem geometrischen Mittelwert von
101 und lei. Das führt zu der Konstruktion Abb.37. OB == °
und oe == e sind die bekannten Vektoren, GI OG2 die Winkel-
halbierende zwischen V und e, DOE eine Senkrechte dazu. \'Tir
machen OD == OB == 101 und OE == oe == lei. Über DE als Durch-
messer wird ein Kreis beschrieben, der die Winkelhalbierende in
GI und G2 schneidet. Dann ist OGI ,== ~l' OG2 == ~2. Denn es ist
nach einem bekannten Satze 1~11·1~21= OG I • OG2 = OD·OE = Ibl·lel
und ~ v, tl == <}: ~l' e, daher
~l
e
bzw.
Wir ,vollen nachstehend statt ~. ~ [in GI. (93)] ~2 schreiben
und bestimmen, daß unter 62 nicht etwa ein Skalar, wie sonst
in der Vektoranalysis üblich, verstanden wird, sondern das
Quadrat eines Vektors, aus dem sich durch Wurzelziehen der
Vektor +~ bzw. -t, also eine gerichtete Größe, entwickeln
läßt, während wir für das skalare Produkt die Schreibweise 1~12
,vählen.
~Jjllfa('he quadratische V'ektorgleichung. 3fJ
Wir schreiben daher GI. (93) in der Form
~ == ± Vf):C· (04)
bzw.
Die Konstruktion Abb. 37 ergibt zwei Lösungen
für ~ , nämlich );1 und ~2'
und für den <J:b~~, nämlich CfJ1 und -CfJ2 == CfJ1 -180°.
Die Konstruktion bringt zum Ausdruck, daß ßlan von b nach c
in zwei gleichen Winkelsprüngen CfJ1 , qJl oder in den Sprüngen - CfJ2'
- CP2 gelangen kann.
Die Abb. 37 zeigt eine große Ähn- B
lichkeit mit den früher entwickelten
Abb.6 und 7, wenn man in diesen
die Maßstäbe für ~ und S so wählt,
daß ~ und .3 in der Darstellung
gleich groß erscheinen. Aus diesen
Abbildungen waren die Gleichungen
j f === @S [GI. (14)]
bc = ~2 [GI. (94)]
62
Abb. 37.
so ergibt sich
ent\vickelt.
Wir hatten bei Abb. 37, GI. (94),
über die Maßeinheiten der Vektoren
nichts festgesetzt. In der Regel wird
es sich um gleichartige Vektoren (Maßeinheit für bund c, z. B.
1 Volt) handeln. In GI. (14) handelt es sich aber um verschieden-
artige Maßeinheiten (Amp, Volt). Setzen wir nun
j f === @S == !2,
~ === ±y@~f,
d. h. t liegt auf der Winkelhalbierenden zwischen Q; und S, die
in diesem Falle, da ~ und S gleiche Richtung haben, mit ~ und 3
zusammenfällt, und ! ist der geometrische Mittelwert von ~
und S. Als Maßeinheit für t ist aber eine neue Maßeinheit er-
forderlich, nämlich
y-Ump~VoIt.
GI. (94) stellt die einfachste Form einer quadratischen Vektor-
gleichung dar.
40 Allgemeine quadratische Vektorgleichung.
Hat eine quadratische Vektorgleichung die spezielle Form
(95)
wobei der Faktor von! gleich der negativen Summe von bund e
und das dritte Glied gleich dem Kreuzprodukt derselben Vek-
toren ist, so läßt sich die Gleichung auch in der Form
(96)
schreiben, die offenbar die beiden Wurzeln ~1 === b, !2 === e ergibt.
Hat schließlich die quadratische Vektorgleichung die allge-
meinste Form:
(97)
(101)
(100)
so ergänzen wir beide Seiten der Gleichung durch Hinzufügen
von 0 2. Dann ist die linke Seite das Quadrat von! - a 2}, und
die rechte kann als Kreuzprodukt zweier Vektoren dargestellt
werden:
~2-2a~+a2=a2+bc=a(a+b~), (H8)
~ - a = ± -Va (a + b ~ f)· (99)
Nunmehr wird das Kreuzprodukt unter der Wurzel nach GI. (94),
Abb.37, in das Quadrat eines Vektors ~ verwandelt:
a (a + b ~) = ~2 ,
!-o===±t)
!===o±~.und
Dadurch wird
Die Konstruktion ist in Abb. 38 durchgeführt. 0 A === a, 0 B === b,
00 === c sind die 3 gegebenen Vektoren. Unterhalb von 0 ist
der Vektor 0 nochmals zweimal angetragen: D 0 === 0, E D === 0 .
1) Setzt man in dieser Gleichung statt b 11- b I b! - b I so erhält
und e + e - e I - e I'
man Abarten von GI. (95), die sich nur durch die Vorzeichen der Kon-
stanten unterscheiden.
2) Die Zulässigkeit dieser Operation wird zum ScWuß dieses Abschnittes
nachgewiesen.
3) Diese Lösung verdanke ich der freundlichen Mitwirkung des Herrn
Dr.-Ing. Pohlhausen.
I-Jösung der allgenleinen quadratischen Vektorgleichung. 41
(103)
(104)
(105)
Abb.38.
Es wird zunächst der Vektor 0 F = 0~ konstruiert, indem
o
~ OBFex> ~ OAG an OB angetragen wird, dann ist DF=DO+ OF
c
=0+0-.
Darau~ wird -Va (a ~ b ~} ermittelt, indem die Winkel-
halbierende G1DG2 zwischen DO = (1 und DF = Cl + o~. ge-
zogen und die Länge von DG1 0
nach Abb. ,37 bestimmt wird
zu DG! = +-V~I~~b~1
== ~1. Schließlich wird
also
oder
1;1 == a + ~1 = EG1
und ~2=a-~1=G10
ermittelt.
Die Konstruktion ergibt
aber- noch einen zweiten
WurzelwertDG2 = t)2 = -t)l'
und damit die weiteren
beiden Lösungen ~3 == a + t)2 ,
!4 == 0 - ~2· Die Abbildung
läßt aber erkennen, daß
!3 ==!2 und ~4 = ~1 ist.
Da die Konstruktion nach
Abb.38 etwas umständlich
ist, soll nachfolgend noch eine trigonometrische Lösung gegeben
werden:
Zu dem Zweck bringen wir die GI. (97) zunächst auf die Form
~2 _ 2a~ == g2, (102)
indem wir g == ±Voc nach Abb. 37 konstruieren, wodurch ß nach
Größe und Richtung gegen 0 bestimmt ist.
Nach GI. (102) und (95) muß nun
20 ==!1 + ~2'
!2 - (!1 + !2) ! = g2
~ -g--
-g- ~ - (!;1 + !2)
42 Quadratische\rektorgleichung, trigonon1etrisehe Lösung".
sein. Setzen wir jetzt für ! !1 ein, so erhalten ,vir
Daher muß
sein.
!1 9
9 -~2
~ !1' 9 == ~ g, (- !2)
(106)
(107)
Ist in Abb. 39 BO == 2a, !1 == 00, !2 == BO, so ist GI. (103)
erfüllt. Verschiebt man den von B ausgehenden gegebenen Vektor 9
nach OA, so muß nach G1. (107) <}:.OOA == ~A OB == (j> sein.
"........ I \
,,- I \
~ -,,- I \
«.7........ I \
, \
, \
H
Abb.39.
Beschreibt man nun einen durch BOO gehenden Kreis mit dem
Mittelpunkt N und zieht den Durchmesser M N D -l B 0, so muß
die Verlängerung von OA durch D gehen, weil die Peripherie-
bogen BD und DO und daher auch die <}:.BOD == <}:.DOO = qJ
gleich sind. Beschreibt man nunmehr einen zweiten Kreis um JI
durch Bund 0, so schneidet dieser die Linie OD in A, und ~MOD
ist gleich 90°. Es ist nämlich OH == OB == -I !2/ und GO ~ g,
daher nach einem bekannten Satz der Geometrie
g2==!1(-!2)'
womit der GI. (106) genügt wird. Bezeichnen wir nun noch ~DM 0
mit lX, MO mit f, MA == MO mit R und NM == NO == NO
a 101 _. ?'mit r, und - ==----- - - E, worIn E ein dimensionsloser Skalar
gig I .
(reeller Zahlenwert) ist, so ist
II === _a_ === __ ~_f!__ , (108)
sin qJ sin (p
r = si:2q; = 8i~~q) = 2 sin10:cos g) , (109)
/ === 2r cos LX, (110)
R2 === g2 + /2 === g2 + 4r2 cos2x, (111)
E2 g2 E2 g2 cos2 IX
sin2 91 = g2 + sin2 91(1 _ sin2 rp) , (112)
sin4 cp - sin2 qJ (1 + E2 ) === E2 cos 2 <X - E2 , (113)
1+E2 1/(1 - 82)2
sin2cp =-2-:(±)r 4 +E2 COS2 lX. (114)
Das positive Vorzeichen der Wurzel kommt nicht in Frage, weil
damit sin2 cp> 1 würde. .
In der nachstehenden Tabelle sind nach GI. (114), (108) und (109)
für die W ürte c: == 0 bis 1 und LX === 90 0 bis 30 0 die Werte q),
II und r berechnet. Durch Rund r ist das Dreieck MNC
g g
und der Punkt D bestimmt, die Parallele DA 0 zu g ergibt die
Punkte 0 und Asowie 00===!1 und BO ===!2'
Es ist noch nachzuholen, daß wir bei der Entwicklung der
GI. (99) aus GI. (98) berechtigt waren, aus deIn vollständigen
Quadrat !2 - 20! + 02 === (! - 0)2 die Wurzel zu ziehen.
Es sei in Abb.40 OA === 0, AB == b, OB === c,
Wir bilden C === 0 + b. (115)
c2 = (a + b)2 = (12 + 2ab + 02 = a (a + 20 + 0 ~) (116)
'und nlachen 6COBC'.) 6BOA und 60BDex> 6,BOA, dann
fällt B D in die Verlängerung von AB, da die drei Winkel
IX + r + ß, die den Winkeln des Dreiecks OAB gleich sind, zu-
sammen zwei Rechte betragen. Ferner ist
11BC === c-, (117)
o
44 Tabelle fUr die allgplneine quadratische Vektorgleiehung.
e=fj tX= 90· 80° : 70°
I
60° 50° : 40° :30 0
I i
f[J 0 0 0 0 0 0 0
0,0 R:g 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
r:g 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
f[J 5° 50' 5° 40' 5° 30' 5° 10' 4° 30' 3° 40' 3° 10'
0,1 R:g 1,000 1,000 1,050 1,120 1,300 1,590 1,820
r:g 0,495 0,508 0,524 0,558 0,641 0,782 0,910
f[J 11 ° 30' 11 ° 20' 10° 50' 10° 0' 8° 50' 7° 30' I 5° 40'
0,2 R: g 1,000 1,010 1,070 1,160 1,320 1,540 2,000
r:g 0,512 0,520 0,543 0,585 0,660 0,773 1,0,16
f[J 17° 20' 17° 10' 16° 20' 15° 0' 13° 0' 10° 50' 8° 20'
0,3 R:g 1,000 1,020 1,070 1,160 1,340 1,610 2,070
r:g 0,528 0,532 0,556 0,600 0,685 0,813 1,045
f[J 23° 30' 23° 10' 21 ° 50' 19° 50' 17 ° 10' 14 ° 10' 10° 50'
0,4 R:g 1,000 1,020 1,080 1,180 1,350 1,630 2,140
r:g 0,548 0,554 0,580 0,627 0,710 0,843 1,084
f[J 30° 0' 29° 10' 27° 30' 24° 40 21 ° 10' 17 ° 20' 13° 0'
0,5 R:g 1,000 1,020 1,080 1,200 1,390 1,680 2,210
r:g 0,578 0,588 0,611 0,659 0,743 0,880 1,140
f[J 37°0' 36°0' 33 ° 10' 29° 30' 25°0' 20° 10· 15° 20'
0,6 R:g 1,000 1,020 1,090 1,220 1,420 1,730 2,260
r:g 0,625 0,632 0,655 0,700 0,783 0,928 1,176
f[J 44° 30' 42° 50' 39°0' 34°0' 28° 30' 22° 50' 17° 10'
0,7 R:g 1,000 1,030 1,110 1,250 1,470 1,810 2,370
r:g 0,700 0,702 0,716 0,755 0,835 0,980 1,240
f[J 53° 20' 50° 30' 44° 40' 38° 10' 31 ° 40' 25° 10' 18 ° 50'
0,8 R:g 1,000 1,040 1,140 1,290 1,520 1,880 2,480
r:g 0,835 0,815 0,800 0,824 0,895 1,040 1,310
f[J 64° 0' 58° 20' 49° 50' 41 ° 50' 34° 20' 27 ° 20' 20° 10'
0,9 R:g 1,000 1,060 1,180 1,350 1,600 1,750 2,600
r:g 1,150 1,007 0,913 0,906 0,968 1,103 1,236
f[J 90°0' 65° 0' 54° 10' 45° 0' 36° 40' 29° 0' 21 ° 30'
1,0 R:g 1,000 1,100 1,230 1,410 1,670 2,060 2,730
r:g 00 1,307 1,053 1,000 1,044 1,180 1,466
aBD==BO-==.o,
c
o 0 0 02DC == BC - == c- - == -
c a ca'
(118)
(119)
OO=OA+AB+BD+DO=o+o+o+ 0
2
=0+20+ 0
2
. (120)
a a
45
Andererseits ist
oe oe c
OB c 0
(2
oe == _.
a '
(121)
daher ~ = a + 20 + 02 ; c2= a (0 + 2[) + [)2);
a a l1
(a + 0)2 = a(a + 20 + 0;) = a2+ 2ab + 02.
o
(122)
(123)
c
.A.bb. 40.
o
Abb. 41.
B
Setzt man in dieser Gleichung statt +b - b ein, so erhält
man in gleicher Weise
(a - b)2 = a(a- 20 + b2 ) == 02 - 20b + b2 • (124)
, a
Da wir diese Quadrate aus c == a ± b entwickelt haben, so ist
damit umgekehrt bewiesen, daß
a ± 0 = ya2 ±2-ab+b2 = Va (a~ 20-;b:J (125)
ist. Ebenso sei an Hand der Abb. 41 bewiesen, daß
(a + o)(a - 0) = a2- 02= a(a - 0;) (126)
ist. Es sei OA==a, AB==+o, AC===-v, OB=a+o,
oe === a - {). Wir zeichnen ferner 6. ABD C':) 6 AOB und ziehen
die Linie OD, dann ist -1: OA C === <}: OBD == C\ +ß. Ferner ist
b b2BD=--(a+b} und AD=--,
a a
46 (0 + b) (0 - b) = 02 - b2 •
daher 02
OD === 0 - -.
o
Schließlich ist ,6 OBD C'.J,6 OA C, da der <r- OBD === <r- OA C und
das Verhältnis zweier Seiten gleich ist:
0+0
b
- -(0 + b)
o
Daher ist auch
o
-0
o
o-b
a+o
{)2
0--
o
oder (a + b)(a - b) = a(a - b;) = 0 2 - b2 . (127)
oder
Nach der Herleitung dieser Sätze ist es ersichtlich, daB nHtll dip
meisten Regeln der Algebra auf Vektoren übertragen kann, und
daß die Summe Inehrerer Kreuzprodukte, z. B. 00+ cb, sich immer
als das Produkt zweier Vektoren oder das Quadrat eines Vek-
tors, g2, auffassen läßt.
GI. (127) führt noch zu einer Vereinfachung der in Abb. 38
gegebenen Lösung der quadratischen Vektorgleichung
~2 - 2 a ~ == 92 ( 102)
(~-0)2 == 02 + g2. (102a)
Die })ifferenz der Vektorquadrate 0 2 - {)2 In GI. (127) läßt
sich ohne umständliche Konstruktionen in das Kreuzprodukt
(0 + 0) (0 - 0) und dieses in ein Vektorquadrat 1)2 ver,vandeln.
Wenn es daher möglich ist, in GI. (102 a) durch Einführung eines
neuen Vektors g~ die Summe der Vektorprodukte 0 2+ g2 durch
eine Differenz a2 - gi zu ersetzen, so ist deren Um,vandlung in
ein Vektorquadrat
02 - g~ === (0 + g~) (0 - g~) == t)2,
aus dem die Wurzel ±~ zu ziehen ist, leicht ausführbar. Zu
dem Zweck muß g~ === _g2 gewählt werden. Machen wir nun
Ig~l === Igl und g~ ~ g, so ist
gJJ!~ == _g,
9 9
daher 2 2g~ = -g .
Vereinfachte Lösung der quadratischen \Tpktorglpi('hung. 47
In Abb. 41a ist BA===AC==a; BG==g; HB==BJ===g~
senkrecht zu 9 angetragen. Dann ist HA == a + gs ; JA === Cl - gß .
Das Kreuzprodukt (0 + Qs) (a - 9s) wird nach Abb. 37 in das
C
{}
It
Abb 41a.
~/
/
c
--- EJ
.--.\.bb.42.
Vektorquadrat t)2 (~ === + A 0) vcr,vandelt, indem <): H AO
=== 1: OAJ und A 0 === ± t) === a + 2s · a - g13 I konstruiert oder
berechnet wird. Dann ist
~l === a + t) === OA + AC == OC1
~2 === a - t) === B~l + A 0 == B 0
und
gefunden.
Nachdem vorstehend quadratische Vektorgleichungen und ihre
Lösungen behandelt sind, sollen nachstehend auch Vektorgleichun-
gen höheren Grades kurz entwickelt werden. Wir beschränken
uns dabei auf deren einfachste Form:
~3==a·o·c. (128)
Ist in Abb. 42 OA == a, OB == b, OC == c und OE I == 61 eine der
Lösungen dieser Gleichung, so kann man, wenn nach Abb.37
48 \Tektorgleichungen dritten Grades.
(129)
OD == bund b2== ab gesetzt wird, für OEI == tl auch schreiben
OEl =~l = b~.
Wenn man ferner LOE1F C':) t:::.ODEI und t:::.OFC C':) t:::.ODEl ,
also CfJl == t DOC == i cx macht, worin <X == ~ DOC ist, so ist
OF == b tl tl
b b
und
oder cb2 == abe = t~ . (130)
Die Lösung der GI. (128) erfolgt daher in der Weise, daß man
zunächst das Produkt zweier Vektoren, z. B. ab, in ein Vektor
quadrat b2 verwandelt und den 'Winkel DOC1 in drei Teile teilt.
Damit ist die Richtung von tl gefunden. Die C~rößc von I~:ll
ergibt sich aus
(1:31)
Da lai, /bl, Icl reelle positive Werte sind, so ergibt sich eine
positive reelle Wurzel, die beiden anderen imaginären Wurzeln
kommen nicht in Frage. Dagegen ergeben sich für den Winkel CfJ
zwischen OD und 00 mehrere reelle Werte, nämlich
cx.+2.71 cx 0
CfJ2 = -3- == 3 + 120 ,
Alle diese drei Winkelwerte entsprechen der Bedingung, daß man
in drei gleichen Winkelsprüngen von GD nach oe gelangen kann.
Wir haben vorstehend einen Hilfsvektor b benutzt derart, daß
b2 == 00 ist. Ebenso hätte man einen Hilfsvektor e bzw. f be-
stimmen können derart, daß e2=== ae bzw. f2 == oe ist. Das
Resultat würde dadurch nicht verändert. Sind allgemein die
Winkel zwischen der X-Achse und den drei Vektoren a, 0, e: IX, ß, y,
so ist der Winkel zwischen der X -Achse und ~l gleich} (lX + ß+ y) ·
Sind in GI. (128) die drei Vektoren untereinander gleich (= e),
so ist
~=yea.
Die Gleichung ergibt drei reelle Wurzeln
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Cl ist gleich e, e2 ist ~m 120 0 und e3 um 240 0 gegen e verschoben.
Setzen wir e == 1, so ergibt sich eine sehr anschauliche Lösung
für die drei Wurzeln der Gleichung ~ == yI, nämlich
~l == 1,
~2 == - cos 60 0 + sin 60 0 y=-'-l- == - -~- + {- l/ - 3,
~3== -cos60 0 - sin60olr=~-f== -{- - -~y=-3.
K. Inversion.
Vektorverhältnis
Volt . Amp
-- In --.
Amp Volt
Vektors ~ kein Vektor; ",ir erhalten aber eine Vektorgleichung,
wenn wir statt ~ und ~ die Vektorverhältnisse 1.- und ~ benut.zen
und C ~
~t) == c2 (132)
Bei den bisherigen Berechn ungen sind wir vollständig ohne
die in der symbolischen Methode in so überaus reichem Maße
'verwendete Inversion ausgekommen. Wenn es sich aber darum
handelt, die in dem nachfolgenden Kapitel zu entwickelnden
.geometrischen Orte punktweise durch die Zeichn ung zu
bestimmen, so bietet die Benutzung von Inversionen (wie auch
von anderen nomographischen Zeichenverfa,hren) tatsächlich große
Erleichterungen, da sie die Konstruktion der einzelnen Punkte
lediglich durch Zirkel und Dreieck, d. h. ohne Zwischenrechnungen,
gestattet.
Die Inversion eines Vektorverhältnisses -~ ist w·ieder ein
. t
t
--, aber unter Vertauschung der Maßeinheit
e
Dagegen ist der reziproke Wert ~1 eines
setzen, worin c einen Vektor und c2 die sog. Inversionspot.cnz
bedeutet. Dann ist
t) C ~2
== -; t) == -=-. (133)
c ~ ~
GI. (132) ist eine quadratische Gleichung in c. Es ist daher
1. ~ t), C == ~ c, ~;
2·1~11~1==lcllcl==lcI2.
Legen wir nun den konstanten Vektor c in die Abszissenachse
als Bezugsvektor für ~, so bildet die Richtung von ~ das Spiegel-
bild von ~, und der Betrag des neuen Vektors ~ ergibt sich zu
Na tal i s, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. AufI. 4
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I !2IlJl = ~I' Beschreibt die Spitze von ! irgendeine Kurve, so beschreibt
t) eine Gegenkurve ; der Winkel zweier zugeordneter Strahlen
!n' ~n wird dabei stets durch deli Vektor c halbiert, und es ist
l!nll~nl = Ic1 2 •
Wir müssen schließlich noch für die Zeichnung die Maßstäbe
von !, t) und c festlegen. Besitzen! und t) die gleiche Maßeinheit,
z. B. 1 Volt, so ist nach GI. (132) (!t) == c2 ) die Maßeinheit von c2
1 Volt2 und diejenige von c: 1 Volt. In diesem Falle wird daher
für die Zeichnung nur ein Maßstab benötigt. Sind aber, wie das
die Regel ist, die Maßstäbe für! und t) verschieden, z. B. für!
1 Volt und für t) 1 Amp, so ist der Maßstab für c2 (== ! · t)): I Volt.
Amp, also für c: VI Volt-A.mp. Sind aber die Maßstäbe für
1 Amp und 1 Volt durch die Strecken OA bz,v. OV in Abb. 43a
festgelegt, so ist damit auch der Maßstab OP für dpn Vektor c
der Inversionspotenz gegeben. OP wird durch den Halbkreis APV
über A Vermittelt.
Uns interessieren hier zunächst nur die Inversionen der ein·
fachsten Kurven, der Gera,den und des Kreises.
a) Inversion einer Geraden.
Ist in Abb. 43b a + ob die von der Spitze des Vektors! be-
schriebene Gerade mit der Punktreihe - 30, - 20, - 0, 0, + 0,
+ 20, + 30, ... , a' + 0'0 ihr Spiegelbild gegell die Abszissen-
achse mit der Punktreihe -3 b', -20', -0',0, +0', +20', +30', ...
und ~' die von 0 auf die Gerade a'+ 0''-1 gefällte Senkrechte, so
wählen wir zunächst auf ~' einen .beliebigen Punkt M als Mittel.
punkt eines durch den Ursprung gehenden Kreises mit deIn
Durchmes~er b. Bezeichnen wir ferner auf einem beliebigen
Strahl die Abschnitte von 0 bis zur Geraden 0'+ Ob' und zum
Kreis mit !' und ~, so sind die Dreiecke ~'!' und t) b spiegel-
bildlich ähnlich, daher
I!' 11 t) \ == l:fl \t) I == I~' Ilb1== const. (134)
Bezeichnen wir einen der Schnittpunkte der Geraden mit dem
Kreis mit S und die Strecke 0 S == lei, so ist die Strecke 0 S == Icl
in bezug auf Gerade und Kreis sich selbst invers. Daher ist
also auch
1~'llbl == IC\2,
16'1\~i == \cI 2 •
(135)
(136)
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Abb. 43 b.
Abb.43a.
Beschreiben wir nun mit 08 einen Kreisbogen, der die Abszissen-
achse in 0 schneidet, .so ist 00 = c der Vektor der Inversions-
potenz c2 , und es ist auch die erste Bedingung <1 ~, c = <1 c, ~
erfüllt.
Beiden Bedingun-
gen ist gemeinsam ge-
nügt durch die Ähn-
lichkeit der Dreiecke
t), c und c, !.
Wir ,hatten den
Mittelpunkt M des
Kreises auf der Senk-
rechten ~' beliebig ge-
wählt und daraus den
Vektor cbestimmt. Ist
umgekehrt c = 00 ge-
geben, so beschreibt
man mit 00 einen
Kreisbogen es bis zum
Schnittpunkt S luit der
Geraden und errichtet
auf der Mitte N von
08 ein Lot, welches die
Senkrechte ~' in M
schneidet, und be-
schreibt einen Kreis
mit dem Radius MO,
der danach die Inver-
sionder Geraden a+b'V
darstellt.
1 I.)
Ist leI< 15'1, so ist Ibl = '1~iT < 15'1, und der gesuchte Kreis
besitzt keine reellen Schnittpunkte mit der Geraden a'+ (1'0 •
In diesem Falle ist b durch Rechnung oder in bekannter Weise
durch Zeichnung zu ermitteln .
... :\.uf dem Kreise ist die Punktreihe -3, -2, -1,0, 1,2,3
eingetragen, die der Punktreihe auf der Geraden a'+b'o ent-
spricht. Ersichtlich ist der' Bogenabstand zweier aufeinander-
folgender Punkte ungleich, während die Gerade gleichmäßig ge-
4*
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teilt war. Dem Punkt 00 der Geraden entspricht der Ursprung 0
auf dem Kreise.
Die Inversion einer durch den Ursprung gehenden Geraden
ist das Spiegelbild dieser Geraden, d. h. ein Kreis mit unendlich
großem Durchmesser; denn nach GI. (135) ist
_ \e12_ \e\2 _b----,----oo.~ 0
8
A
I
M I
I
I
t P
Abb.44.
2
b) Inversion eines Kreises.
Unter a) ist nachgewiesen, daß die Inversion einer Geraden
durch einen Kreis dargestellt wird, der durch den Ursprung 0
geht. Umgekehrt ist die
Inversion eines Kreises
durch den Ursprung eine
Gerade, deren Spiegel.
bild senkrecht auf dem
Kreisdurchmesser steht.
Die Inversion eines
Kreises A in beliebiger
Lage wird in Abb. 44
durch einen Kreis B dar-
gestellt, der mit dem
Spiegelbild A' des ersten
Kreises in bezug auf den
Ursprung ähnlich ge·
legen ist. Für derart~ge
Kreise in ähnlicher Lage
gilt ~ach einem bekann-
ten Satz der Geometrie
die Beziehung
I!'j I~I = const = lel2 ,
worin lei = OS ist (8 Schnittpunkt der heiden Kreise A' und B).
Drehen wir 0 S in die Abszissenachse in die Lage 0 C und be-
zeichnen 0 C mit c, so ist wieder ~ = ~-, da
c ~
1. I!II~I = Ic12 ,
2.~!,c=~c,~
ist. Die beiden Dreiecke!, e und c, t) sind einander ähnlich.
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Ist umgekehrt der Vektor c = 00 gegeben, so ermittle man
den Schnittpunkt S auf dem Kreise A' und beachte, daß die
nachstehenden Dreiecke spiegelbildlich ähnlich sind:
60ESC':J60SG,
6 OFSC'J 6 OSH.
Dadurch findet man die beinen Schnittpunkte G und H des ge- .
suchten Kreises B auf dem Strahl ON .
Ist Icl> OF, so gibt es keinen reellen Schnittpunkt Sauf
dem Kreise A'. In diesem Falle benutzt man einen Hilfskreis D1 ,
der die Abszissenachse in 0 berührt und durch den Punkt F geht.
Dieser Kreis schneidet den Strahl ON in H. Ein zweiter Hilfs-
kreis D 2 durch 0 und E ergibt den Punkt G.
Abb. 44 zeigt noch, daß auch hier die Punktverteilung
0, 1, 2, 3, 4, 5 auf dem Kreise B ungleichmäßig ist, während sie
auf dem Kreise A bzw. A' gleichmäßig angenommen war.
L. Geometrische Orte 1).
]"ür die Erkenntnis der il1neren Vorgänge bei Stromverzweigun-
gen, Transformatoren und Maschinen ist die Auffindung der
geometrischen Orte, welche die Veränderungen der dabei auf-
tretenden Vektoren oder anderer Größen darstellen, von erheb-
lichem Wert, da sie über die gesetzmäßigen Beziehungen zwischen
Vrsache und Wirkung Aufschluß geben. Die Veränderungen
können durch die verschiedensten Ursachen bedingt sein. So
kann beispielsweise der Widerstand, die Kapazität, die In-
duktivität, der Scheinwiderstand eines Stromzweiges, die Span-
nung, der Strom oder die Drehzahl, die Periodenzahl verändert
und die Wirkung auf andere Werte untersucht werden. Alle
diese Größen lassen sich als (Vektoren oder) Vektorverhält-
nisse .i: (oder ff~) auffassen, wobei in den letztgenannten beiden
}-'ällen das Vektorverhältnis zu einem reellen Zahlenwert v de-
1) Vgl. Otto Bloch: Die Ortskurven der graphischen \Vechselstrom-
technik. Zürich: Rascher & Co. 1917. - Fränkel, A.: Theorie der Wechsel-
ströme. Berlin: JUliUR Springer 1921.
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generiert. Wir können also den veränderlichen Vektor ~ als Funk-
tion dieser Größen entwickeln:
bz\v. ~=f(v). (137)
O~~;f~'
Abb.. 45.
Ij~1
lirol = v.
Hierin bezeichnet j,~ 0 einen Vektor in der Richtung von j!:,
der die gleiche Größe wie i besitzt, (j 11 j und Ij 1== lij). Da-~o ~ ··~o
her ist
Im nachfolgenden wird je nach Bedarf von beiden Ausdrucks-
weisen Gebrauch gemacht werden.
Wird als veränderlicher P~r&meter das Vektorverhältnis
i+gewählt, so ist zu beachten, daß sich dieses
J
in zwei Teile zerlegen läßt.
Ist z. B. ein bekannter Vektor $B' (Abb. 45)
j
mit ~ zu multiplizieren, so bedeutet dieses
J
;i 1. eine Verdrehung des Vektors~'Ulll den
Winkel <}: j~, i == ffJ und
2. eine Größenveränderung im Verhältnis
(138)
~
worin der Faktor ffJ eine Winkelverdrehung um den <t q; be-
zeichnen soll.
m,l.r =~' i~~ Ii.rJ = ~,q;". v =~. v = ~v
1 J IJI (/' (139)
bedeutet daher, daß der Vektor ~' um den Winkel q; verdreht
und im Verhältnis v in seiner Größe verändert werden soll. Zur
~
Abkürzung ist hierbei ~'ffJ == ~~) == ~ gesetzt. Entsprechend
bedeutet
~ ( j~ )2= m j~ 0 j~ 0 UJ l!J _m 2~ 2
i, :{.} i j lil lil -:<.J q;v,
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daß der Vektor ~ um den Winkel 2 rp verdreht und iIn Verhältnis v 2
in seiner Größe verändert werden soll. Allgemein ist daher
('j~)n ~ n~t = 58nep • v .
Wir wollen nunmehr die Gleichungen der geometrischen Orte,
Punkt, Gerade und Kreis entwickeln und im Anschluß daran
die Kegelschnitte und Kurven höheren Grades kurz behandeln:
a) Punkt.
Ein Punkt X wird gekennzeichnet durch die Spitze eines
Vektors ~.
b) Gerade.
Die Gleichung einer Gerad.en, welche durch den Ursprung
geht, lautet, wenn der Parameter ein reeller Zahlenwert v ist,
der zwischen - 00 und + 00 variiert:
~==v~. (140)
(141)
Für v == 1 wird ~1 ==~. ~ ist daher ein bekannter Richtungs-
und Einheitsvektor für die Gerade, und GI. (140) stellt einen
linear veränderlichen Vektor luit konstantem Phasenwinkel '1) dar.
l!,
Wird als Paralneter das Vektorverhältnis .' ge,vählt (Abb. 45),
1
wobei i
6
nur nach seineIn Betrage, a"ber nicht nach seiner Phase
als veränderlich angenolulnen wird, so lautet die Gleichung der
Geraden durch den lTrsprung, \vie oben unter GI. (139) entwickelt:
~ = ~/j;t.
J
(143)j~,6 == Sl{ + qi' -~
... "- j.
Hierin gibt der Vektor ~ in GI. (142) die Richtung der Geraden
an (~v ist eine Parallele zur Geraden ~(+ ~v durch den Ursprung)
und ~ die Verschiebung derselben gegenüber einer Parallelen
durch den Ursprung, während der Vektor ~' in GI. (143) erst
Die Gleichung einer Geraden, ,velche nicht durch den lTrsprung
geht, lautet X === ~{ + ~/V (142)
oder J
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(146)
(145)
durch Drehung um den Winkel cp mit ~ zur Deckung gebracht
wird.
Der Schnittpunkt zweier Geraden
ffi==W+v~ 1
~==~+w~f
wird am einfachsten graphisch ermittelt, indem man die beiden
Geraden aufzeichnet und zum Schnitt bringt. Soll der Schnitt-
punkt in rechtwinkligen Koordinaten rechnerisch bestimmt wer· .
den, so hat man die Zahlenwerte Vv W 1 zu bestimmen, für welche
911 == 6 1 wird. Zu dem Zwecke zerlegt man die Vektoren 2{, ~,~, <1)
in ihre rechtwinkligen Komponenten 2f1 2f2 usw. und erhält
w 1~1 - V 1 ~1 == ~(1 - ~1 ,
W 1~2 - V 1 ~2 == 2f2 - ~2 ,
(211 - Cf1) ~2 - (2{2 - ~2) ~1
VI == ,
:1)1 ~2 - ~2 ~1
(2{1 - a:1) ~2 - (2{2 - ~2) ~lw1 == .
1;1~2 - :1)2 ~l
Einer dieser beiden Werte V 1 oder W 1 ist in eine der GI. (144)
einzusetzen, um den Vektor ffi1 == 6 1 zu berechnen.
ü) Kreis.
Bei einer veränderlichen Belastung von Stromverzweigungen,
Maschinen und Transformatoren ergeben sich für die veränder-
lichen Spannungs- und Stromvektoren vielfach Kreisdiagramme,
die für die Erkenntnis der Vorgänge von großer Bedeutung ge-
worden sind. wie z. B. das Heyland - Diagramm u. a.
Derartige Stromverzweigungen enthalten in der Regel eine
Reihe unveränderlicher Leitwerte und einen veränderlichen.
Die ersteren können meist zu einem einzigen Ersatzleitwert k
zusammengefaßt werden, dessen Berechnung und Bedeutung bei
den einzelnen Aufgaben klarzustellen ist. Der veränderliche Leit-
wert ~ kann nun sowohl nach seinem Betrage 1i~1 wie auch
nach seinem Phasenwinkel (<9: j~, ~) verändert werden, ohne daß
beide Veränderungen gesetzmäßig zusammenzuhängen brauchen.
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Eine gleichzeitige Veränderung beider Parameter würde aber
zur Darstellung der Vorgänge Raumflächen benötigen; es emp-
fiehlt sich daher, von einer bestimmten Belastung ausgehend,
entweder den a bsol uten Betrag des Leitwertes oder seinen
Phasenwinkel zwischen den äußersten Grenzwerten zu ver-
ändern. Im ersteren Falle bezeichnen wir den veränderlichen
Leitwert mit ~, im letzteren mit ~ und entsprechend den
veränderlichen Vektor mit 11; bzw. 1rp , wobei wir beispielsweise
an das Kreisdiagramm eine8 Stromvektors denken (für Spannungs-
vektoren gelten aber die gleichen Formeln).
1. Li n e are Ver ä n der u n g des Lei t wer t e s j1;(f'
w ähr e nd ffJ k 0 n s t an t b le i b t.
Der konstante Leitwert ist in Abb. 46a durch das Vektor-
verhältnis k, der veränderliche durch ~ dargestellt; dabei wird
angenommen, daß sich j1; von - 00 über 0 bis +00 unter Bei-
behaltung der Richtung von j~ ändert!). In Abb. 46b ist i~ == OP
der veränderliche Stromvektor, dessen Endpunkt P sich bei
...\nderung der Belastung O~) auf einem Kreise mit dem Mittel-
punkt M bewegen soll.
Für den Grenzw~rt h== 0 rückt der Punkt P nach L, den
Leerlaufspunkt, entsprechend dem Leerlaufsstrom 1, für den Grenz-
wert j~ == 00 wandert P nach dem Kurzschlußpunkt K, ent-
sprechend dem Kurzschlußstrom f. Das veränderliche Drei-
eck LPK mit der konstanten Grundlinie LK == f - 1 und den
" veränderlichen Seiten LP == 1,; - 1 und PK == f - 1~ 1) besitzt
als Kreisdreieck bei P einen konstanten Winkel L P K == 180 0 - rp,
\venn qJ der Winkel zwischen f - 1~ und 11; - 1 ist, aber ein ver-
änderliches Seitenverhältnis. Ist nun
h 1~-1T == f- -=--11; ,
d.h. ist das 6 KPL ähnlich dem ~ OAB (Abb. 46a), so ist GI. (147)
die typische Form einer Kreisgleichung, bei der, der technischen
1) Die Übersicht in der Zeichnung wird erleic~tert, wenn j1; so an
i angetragen wird: daß die Pfeilrichtungen von j und h einander folgen.
Dann folgen sich in gleicher Weise auch die pfeilrichtungen von i~ - 1
und f - 11;' s. Fortsetzung.
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Verwendung entsprechend, die Konstanten der Gleichung durch
Leerlauf- und Kurzschlußstrom ausgedrückt sind. In GI. (147)
ist i~ = I(ir ) dargestellt. In der Regel wird aber umgekehrt
. 1
o
\
\
\
\ Abb. 46 b.
(149)
(148). 1j + fj~t~ = j + j~
ir = I CO entwickelt werden. Durch Umrech·
nung ~erhält man aus GI. (147)
. \
\
\
\
\
\
\ I Läßt sich daher ein veränderlicher Vektor durch
;\ I ; das Verhältnis zweier linearer Funktionen von ir4'"lzf h -
\ oder -:- darstellen, so liegt stets eine Kreis-. 1~ funktion vor. Lautet z. B. die Gleichung
Abb. 46 ao 0 Cl + C2 j~t - ----.---...~ - C3 + c4i~'so erhält man
f OO' 0 1- _Cl ·ur J~ == :
- c
3
'
und durch Vergleich mit GI. (148)
(150)
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r
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Durch Einsetzung dieser Werte kann man GI. (149) in GI. (147)
verwandeln.
Den Mittelpunkt M des Kreises erhält man, indeIll Inan in
den heiden Endpunkten von LK den aus Abb. 46a zu entnehnlen-
den -1: 90° - Cf anträgt. Der einer bestimmten Belastung j~ == AB
entsprechende Punkt P ,vird konstruiert, indem man <J LKP
== <;:.BOA und <rKLP == <r..OBA an LK anträgt. Positiven
Werten von j~ entspricht der Kreisbogen L PK, negativen der
gegenüberliegende Kreisbogen. Zur Bestimmung des nach K
zeigenden Kreh,durchmessers br == DrK (Vektor!) fällen wir in
Abb.46a das Lot h == 00 auf die Richtung von j6' dann ist
bl = (f - I) ~ . (151)
J{
Soll statt dessen der von L ausgehende Durchmesser b{ == LI)l
bestimmt werden, so errichten wir das Lot OF auf i == OA
und bezeichnen jß == 0 Fund ib == A F, dann ist
(152)
(153)
(148a), li + tOll + h,) ((j + tja) + fjt)t~ == ---,- --;---- == -- -- ;- ---;---- ,-- -.
i + (Ja + hJ) (t + Ja) + }lJ
Diese Gleichung stellt gleichfalls eine K.reisfllnktion dar.
2. Änderung der Phasenverschiebung des I .. eit-
wertes ir/Cl: gegen j/Q; oder j,:" während der Betrag von
fj<p1 konstant blei bt 1). J
Wenn nach Abb. 47 a ILp I== Const, aber cp veränderlich sein soll,
so läuft die Spitze von iqJ auf einem Kreise, und das Verhältnis
1) Die Entwicklung dieses zweiten Kreisdiagramnles ist in der Literatur
bisher nicht bekannt.
j
bl == (f -1) -:t
schreiben. lr
Vorstehend ist angenommen, daß sich h linear, d. h. parallel zu
einer durch den Ursprung 0 gehenden Geraden verändert. Ändert
sich dagegen j~ nach einer beliebigen, nicht durch 0 gehenden
Geraden, so l~ann man i6 == jo + itJ setzen. Dalnit ändert sich
GI. (148) in
Statt dessen können wir einfacher das Spiegelbild 11 von h gegen 1
bilden u.Ild
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(154)
Abb. 47 a.
IjqJ! ist eine Konsta.nte. Gehen ,vir nun bei den DiagrammenlU-
Abb. 47 a und b von demselben Belastungszustand aus, den wir
der Abb. 46a und b zugrunde gelegt haben, d.h. machen wir die
Ausgangsvektoren irr und i6 gleich, so wird
auch das Dreieck LPK in Abb. 47 b identisch
mit dem Dreieck LPK in Abb.46b, und
es ändern sich nur die Bezeichnungen:
LP == 1(p -1 statt 16 -1,
PK == f - i rp statt t - 16 , während die
Bezeichnung von
L K = f - 1 unverändert bleibt.
Soll nun das Verhältnis der Dreieckseiten
LP = \iqJ -11 und PK = If - i({1 konstant
bleiben, so muß nach einem bekannten Satze der Geometrie 1 )
die Spitze des nunmehr veränderlich angenommenen Vektors
1(p== OP sich auf einem Kreise SPT bewegen. Die Gleichungen
irp _ lqJ -1
- f - lq>
/
/~P~-----"""
Y~-4; "
fJ /"\\K
"f,A/ // \
// \
-~'-,~---:;~G :
" / . I I
":""'-.-.::::--~-:.~JE/
'-..'-..~\ /
~
" ~ F
............ /
--- ....-
---- -------
o
Abb.47b.
1) Der Winkel LPK wird durch den Strahl PS halbiert, und der
St.rahl PT steht.l auf PS, daher bilden die Punkte TLSK eine harmo-
nische Punktreihe. Wandert nunmehr der Punkt P auf dem Kreise TPS
nach einem anderen Punkte (Pt), so ist das von PI nach TLSK gehende
Strahlenbüschel gleichfalls ein harmonisches. Da aber PI T .lPI S bleibt,
so halbiert PIS stets den Winkel LPIK.
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oder
1+ i; f
, I
tq;=--,-
1 + 1:1'
J
stellen daher Kreisgleichungen für einen veränderlichen Wert
von qJ, aber konstanten Betrag von ILpl dar. Die in diesen
Gleichungen vorkommenden Konstanten 1und f sind der Abb. 46 b
des unter 1. behandelten Falles entnommen. Es ist aber zu be-
achten, daß das Vektorverhältnis i: - im Gegensatz zu dem
1 '
für Fall 1 benutzten Vektorverhältnis 1L - niemals gleich Null
oder (X) werden kann. i
Für qJ = 0 wandert der Punkt P nach Sund
für qJ = 11 wand~rt der Punkt P nach T .
Durch Sund T wird die Grundlinie L K = f - 1 harmonisch
im Verhältnis I(iJI geteilt, und es ist
LS=(f-l) lil~kfl' (156)
TL = (f -1) 'iI'~lj'T" · (157)
Trägt man daher unter einem beliebigen Winkel K E == Ij I und
E F = 1i9?Ibzw. E G == -I jq) Iauf, so erhält Ulan durch die Parallele
ES zu F L den Punkt S und durch die Parallele
E T zu GL den Punkt T .
Der Mittelpunkt N des Kreises 8PT liegt in der Mitte der
Strecke S T, und der Kreisdurchmesser bll' ist gleich der SUlnme
TL + LS:
2
bq' == (f - I) ,
J
(158)
Dieser Kreis schneidet den Kreis L P K, der aus Abb. 46 b über-
tragen ist, rechtwinklig. Ist daher der Kreis LPK mit dem
Mittelpunkt M bereits ermittelt, so i8t der Mittelpunkt N des
neuen Kreises SPT leicht zu konstruieren, indenl man PN ..1 MP
zieht. NP ist dann der Radius des neuen Kreises.
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Soll dieser Kreis nicht auf die Vektoren 1und f bezogen ,verden,
sondern auf den Vektor m = OS für ffJ = 0 und 11 = OT für
ffJ = n, so muß 1 und f in GI. (154) durch mund n ausgedrückt
werden. Zu dem Zwecke setzen wir
(163)
(162)
(161)
und
l+LS { ( ~ '{) Ijrpl 1 lil + ~ liq; [ (1-9)
m= = + t- TI!+ li'1'l = lil + li'1'l t jil + Ii'1' I, 0
I TL 1 (~ 1) Ij(j) I 1 Ii I ~ r j(P I (160)
n= - = - t- lil-': li'1'l = liI-li'1'l- t iil-li'1'I'
...L\us GI. (159) und (160) ergibt sich:
1_ m. + n + m - n Ij(P I
--2- ~1IT'
f_ m+ n + m - n Ijl
-~ -2-rr;,·
Diese Werte in GI. (154), (155) eingesetzt, gibt:
. _ [m + n+ m - n Ii'1'l]j(j) t(j) - 1 t(j) 2 2 Ij1
T = f - 1'1' = ~+ n + m -=- n lti _ 11 I'
2 , 2 li(j)1 (j)
1+ j; f m+ n+m - n Ij; I+i; [m + n+m - n ,1)[)]
LI = 1. 2 2 111 1. 2 2 IJ'r I . (164)
1 + J~P 1 + 1(~
J 1.
Setzen wir in GI. (164) ffJ = 0, so wird
j(r Ijrp! und'i TIT l(p = m,
setzen wir dagegen ({J = n., so wird
jrr) Ij(1) r
j -lTf
Diese Probe zeigt die Richtigkeit der GI. (164) für die ·beiden
Grenzfälle.
3. Darstellung der unter 1. entwickelten Kreis-
gleichung als Funktion eines reellen Parameters v.
Unter 1. war
Kreisgleichung für einen reellen Parameter v.
entwickelt. Um nunmehr
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zu bilden, setzen wir
~ =h,o .}t=h,o .v=~v 1). (165)
J J J~ 0 J c
H · . . t b . b k1erIn 1S - eIn e anntes konstantes Vektorverhältnis und v
c
ein reeller Zahlenwert, der zwischen +00 und -:- 00 varüert.
Setzen wir den Wert i~ aus GI. (165) in GI. (148) ein, so er-
halten wir: J
{+ ~ Iv 2)
. c cl + bfv 2)t~ == b C+bv (166)
1+-v
c
Diese Gleichung gibt für
v= O:i~=l,
v=oo:i~=f.
In ähnlicher Weise kann die unter 2. entwickelte Kreisgleichung
für veränderliche Werte von qJ als Funktion eines reellen Para-
1) In der Einleitung zu diesem Abschnitt hatten wir Ihol = Ii I an-
genommen, so daß das Vektorverhältnis ii° lediglich eine Verdrehung,
aber keine Größenveränderung eines Vektors zur Folge hat. Auf diese
Einschränkung kann hier verzichtet werden.
2) Nach der symbolischen Methode wird diese Gleichung meist in
der Form . m+ ~ b
t~ = ~-+-~b
geschricben, worin 9(, 5B, ~, 1J komplexe Zahlenwerte darstellen. Wir wollen
diese .Ausdruckßweise mit unserem Ausdruck 1 und 2, GI. (166), vergleich(\n.
\Vählen wir den Ausdruck 1, so ist (E = 1 zu setzen, und es müssen mund ~
Vektoren~ ~ d3Jgegen ein Vektorverhältnis bedeuten. Man ersieht hieraus,
daß die symbolische Rechnungsweise keinerlei Aufschluß gibt über die
Maßeinheiten, nach denen die einzelnen Größen zu messen sind, denn
2{ und 5B sind tatsächlich Stromvektoren (Maßeinheit: Amp), während t!)
. h 1 . (M ß . h' Volt b Amp ). t VI' h .eIn Vektorver ä tnis a eIn eIt: Volt zw. Amp IS. erg eiC en 'VIr
aber mit der Ausdrucksweise 2, 80 sind mund 58 Kreuzprodukte von
Vektoren (Maßeinheit z. B. Volt-Amp')9 [ und ~ dagegen Spannungs-
vektoren (Maßeinheit Volt). Die symbolische Methode ermangelt hier einer
dringend erwünschten Klarheit.
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i "-.4
-!f!- = c ·vn
1
schreibt. Es soll aber hier nicht näher darauf eingegangen werden.
meters v entwickelt werden, indem man er = v • n setzt und das
Vektorverhältnis ~ in seine heiden Komponenten li\:jl = c und
,-... ,-... 1 1
er = v 7C zerlegt, also
d} Kegelschnitte.
Bei der Behandlung der Kegelschnitte beschränken wir uns
auf die Parameterdarstellung ~ = f(v}.
Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes - d. i. einer
Kurve zweiten Grades - lautet:
A 1+ B mb + f v2 1)
t = A +Bv+ v2 ' (167)
worin ~, f, 1, nt Vektoren, A, B reelle konstante Zahlen und v
einen zwischen +00 und -00 veränderlichen reellen Zahlen-
wert bedeuten, so daß nur im Zähler Vektoren vorkommen. Der
Beweis ist folgendermaßen zu erbringen: Aus GI. (167) ergibt sich:
(! -l)A + (! - m)Bv + (! - f}v 2 = o. (168)
Soll sich
1) Diese Form der Gleichung entsteht aus der allgemeinen Form
01 + Dm'v + Efv2
~ == F + Gv + Hv2 •
für v == 0: t: == 1 (Leerlaufsvektor) und
für v == 00 : ~ == f (Kurzschlußvektor)
ergeben, so ist F == C und H == E zu setzen. Dividiert man Zähler und
Nenner durch E, so ist
o D
E 1+ Em'v + ft,2
~ == 0 (}
E + E V + V2
D G 0 G
Setzt man ferner E m' == pI m, E == A und E == B, so ist
Al+Bmv+fv2
l== A+lJ+v2 •
Es ist daher stets möglich, durch Änderung der B e t r ä g e der
Vektoren gleiche reelle Faktoren (A, B, 1) im Zähler und Nenner des
Bruches zu erhalten.
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(172)
Wir nehmen nun ein beliebiges recht- oder schiefwinkliges Ko-
ordinatenkreuz an, zerlegen 6, f, 1, m in ihre Komponenten
~162' fl f2, 1112 , 11ll m2 und bestiInmen die Schnittpunkte einer
Geraden 61 == const mit der Kurve, indem wir ihre Ordinaten 62
berechnen.
Setzt mf,tn in GI. (168) 61 = Cl ein, so entsteht eine quadratische
Gleichung in v:
(Cl -l])A + (Cl - ntl)Bv + (Cl - f)v 2 == O. (169)
Es gibt daher z,vei \Verte, v', v", welche der Gleichung genügen.
Da ferner Af2 + Bm2v + f2 v2~2 = A + Bv + '1/2 (170,
ist, so erhält man durch Einsetzen obiger Werte v' bzw. v" zwei
Werte 6~ bzw. 6~ für 62' Die Kurve besitzt daher mit der ganz be-
liebig angenommenen Geraden zwei Schnittpunkte und ist somit
eine Kurve zweiten Grades. Sind v', v" reell, so sind auch 6~' 6;
reell; sind v', v" dagegen komplex, so gilt dieses auch von
~~, 6~' Ist schließlich v' = v", so tangiert die Gerade die Kurve.
Die Art des durch GI. (167) dargestellten Kegelschnittes -
Ellipse, Parabel, Hyperbel - wird durch die Konstanten des
Nenners bestimmt. Wird dieser gleich Null, so ,vird 6 =,00.
Dieses ist der Fall für
V== -!(B±YB2_4A). (171)
Je nachdem die Diskriminante
B2_ 4A ~O
ist, sind die beiden Wurzeln VI' v2 der GI. (171) reell (aber un-
gleich), gleich oder komplex:
B2 - 4A > 0 entspricht daher einer Hyperbel'l
B2 - 4A == 0 " "" Parabel,
B2 - 4A < 0 " "" Ellipse.
1. Para bel.
Da für die Parabel B2 - 4A == 0, also A ==-1-B2 ist, so ver-
ändert sich GI. (167) in
~ = t B2 ! + Bmv + fv2 = f + tB_2_(~_f) +~(~-=_f)~. (173)
t B2 + Bv + v2 (tB + V)2
Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aun. 5
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(174)
6=f+aw+11w2, (177)
worin
o=2(m-f) (178)
und
so ist
o=1+f-2m (179)
gesetzt ist. Die veränderlichen Werte v und w entsprechen
z\vei Punktreihen, deren gegenseitige gesetzmäßige Abhängigkeit
durch GI. (175) gegeben ist.
GI. (177) entspricht einer bekannten Konstruktion der Parabel
aus dem Vektor f, einem Durchmesser b und einer zu ihm kon-
jugierten Sehne a. Die Punkte der Parabel sind in Abb. 48
für die Werte ; i
tu) == ±O; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0; 1,2;
w2 = 0; 0,04; 0,16; 0,36; 0,64; 1,0; 1,44.
konstruiert, wobei die drei Vektoren f, Q und 11 als gegeben an-
genommen und b willkürlich in die Ordinatenachse gelegt ist.
Der Vektor f == 0 K zeigt für den Wert w == °die Verschiebung
des Punktes K der Kurve gegen den Ursprung 0 an. Die Tangente
im Punkte K ist 1I Q. Die Abbildung zeigt die Zusammensetzung.
des veränderlichen Vektors ~ == 0 P aus den drei Teilen
f==OK, 11w 2 ==KQ, aw=QP.
Setzt man statt +w -w, so rückt der Punkt P nach P'.
Der letzte Bruch läßt sich weiterhin in zwei Partialbrüche zer-
legen, die v nur noch im Nenner enthalten:
. B(m-f) }B2(1+f-2m)
~ = f + !B + v +. (!B +V)-2- ·
Setzt man hierin ~B
w = !;+ v ' (175)
~ == f + 2(ln - I)w + (1.+ f - 2m)w 2 • (176)
GI. (175) und (176) geben für
v === 0: w == 1 und ~ == I ,
v =:: (X) : w == 0 und ~ == I,
v == -- tB: w = (X) und ~ == (X) •
GI. (176) läßt sich einfacher
schreiben:
D
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Für w === 1 ist ! === f + a + U entsprechend dem Punkte L .
Aus GI. (178), (179) ergibt sich aber
a + b === 1 - f == -(f - 1). (180)
(181)
Zieht man daher in Abb. 48 0 D parallel und gleich K L, so muß
oD === a + b sein, wie auch die Zeichnung zeigt.
2. Hyperbel und Ellipse.
Die allgemeine Gleichung des Kegelschnittes
Al +Bmv + fv2
~ === A + Bv + -v2
läßt sich noch auf eine einfachere Form bringen, die sofort die
Art des Kegelschni~tes erkennen läßt:
=1+ A(I-f)+B(m-f)v~ ( B)2 ·(A ~tB2) + v+"2
Setzt man hierin
(182)
B
w===v+"2;
und zur Abkürzung
B
v==U)--
2 (183)
o === (A-~l-B2); ,p == A (l-i) - !B2(llt-f); q == B(lll-f), (184)
so ist
_ f A(l- f) - !B2(llt - f) + B(lll- f) w~ - + (A - JB2) + w2 (185)
oder
1 w 1)
+ w2 + q C + w2 .. (186)
1) Es fäJlt auf, daß GI. (186) nur vier Konstanten f +J q C, von
denen drei zweidimensional, eine eindimensional ist, GI. (181) dagegen
deren fünf, f {ln AB (davon drei zweidimensional, zwei eindimensional),
enthält. Der Unterschied ist darauf zurückzuführen, daß +J und q, wie
auch Abb. 49 erkennen läßt, konjugierte Durchmesser der Hyperbel sind.
Diese Tatsache ist gleichwertig der fehlenden eindimensionalen Konstante.
Dagegen lassen sich natürlich nicht durch die vier Konstanten der
GI. (186) rückwärts die fünf Konstanten der GI. (181) ausdrücken. Auf die
Ermittelung von 1 und m Inußte daher in der Abb. 49 verzichtet werden.
Der Leel'laufspunkt 1 (für v = 0) kann daher ein beliebiger Punkt der
Hyperbel sein. Ist derselbe gewählt, so ist auch m bestimmt.
5*
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-0,33 00 0,6 0,333 0,238 ~
-2 -1 ° 1 2 3 4 [) ~
4 1 ° 1 4 9 16 25 ~
o -3 -4 -3 ° [) 12 21 ~
00 -0,33 -0,25 -0,33 00 0,2 0,083 0,0476 ~
-3
9
5
-4
16
.12
IX) Ist C === A -1 B2 negat.iv, so gibt es z,vei Werte von w, näm-
lich w1 === + f - C und W 2 === - i - d, die den Nenner des z",~eiten
bzw. dritten Gliedes der GI. (186) zu Null werden lassen. Für
diese Werte von w wird! === 00. Der Kegelschnitt ist daher eine
Hyperbel, deren Asymptoten parallel zu den Vektoren ~J + qV-O
bzw. tJ - q-y - C verlaufen.
In Abb.49 ist die Konst,ruktion der Hyperbel für C = -4
dargestellt an Hand der nachfolgenden Zahlenreihell für
1 w
w, 0 ' :+ ~()2 0 + U,2
0=-4,
w=-5
~V2 = 25
C+w2 = 21
1C+w2= 0,0476 0,083 0,2
wG~+ w2 = -0,238 -0,333 -0,6 -00 0,333 °
/
Abb.49.
Beispielsweise ist· für
w === 3 der Ve~tor !l === f
+ O,2,p + 0,6q und für
w === -3 der Vektor 62 == f
+ O,2,p - O,6q und die
Parallelen zu den ASYIU-
ptoten ,p + q i+ 4 === ~
(l,:J x? + 2 q und ,p - qi + 4 ===
lJ - 2q bzw. O,l(p + 2q)
und 0,1(,p - 2 q) einge-
tragen.
ß) Ist C=A-tB2
> 0, so gibt es keinen
Wert w, der den Nenner
des zweiten bzw. dritten
Gliedes der GI. (186) zu
Null macht; ! kann daher nicht 00 werden, und die Kurve ist
eine Ellipse.
In Ahb.50 ist die Konstruktion derselben für C === +4 an
Hand nachfolgender Zahlenreihen dargestellt:
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-1 ° 1 2 3 4 5 00,
1 ° 1 4 9 16 25 00,
5 4 5 8 13 20 29 00,
0,200,25 0,200,1250,077 0,0500,0345 0 ,
4
8
0,125
-2·-3
9
13
0,050 0,077
-4
16
20
0,0345
lv==-5
lV2 == 25
C+w2 == 29
1
C+1V2
lJJC+w2== -0,1725 -0,20 -0,231 -0,250 ·-0,20 ° 0,200,25 0,2310,20 0,17250.
Beispielsweise ist für u' == 3 der Vektor
61 == f + 0,077 +J + 0,231q
und für w == -3
~2 == f + 0,077 +J - 0,231q
dargestellt.
o
.Abb.50.
',')') .Es ist noch zu untersuchen, unter welchen Bedingungen
die durch GI. (186) und .t\.bb. 50 dargestellte Ellipse in einen
I(reis degeneriert. Bezeichnen wir in Abb. 50 die beiden zuge-
ordneten Halbmesser der Ellipse mit Cl, n, so Inuß für den Kreis
stehen und
sein.
Aus GI. (187) ergibt sich
Ferner ist
GI. (186)
Cl-Lo
IClI == \6\
für w == °, d. i. für den
~~-f==KA==2a=0'
Punkt A,
(187)
(188)
(189)
nach
70 Kreis.
2 Cf 1/-0 (191)WB= , WB=
+J +J
a = 20 = KM = c+ w1 ' (190)
wenn WB der Wert von W ist, der dem Linienzug OKMB ent-
spricht. Daher ist
daher
und nach GI. (188), (190) und (186):
~- = fOliL oder thl=fClql. (192)
C+w1 C+w~ ~
Die Gleichung
!=f+ lJ + qwC+w2
ist daher eine Kreisgleichung, wenn
(193)
ist.
In Abb. 51 ist für C == 4, also I~ I= 2/ qIund die Zahlenreihen
W = -4 - 3 - 2 -1 ° 1 2 3 4 00,
w2 = 16 9 4 1 ° 1 4 9 16 <Xi,
4+w2 = 20 13 8 5 4 5 8 13 20 00,
1
-4-2 = 0,05 0,077 0,125 0,20 0,25 0,20 0,125 0,077 0,05 0,
+w
-~-= -0,20 -0,231 -0,250 -0,20 0,0 0,20 0,25 0,231 0,20 O.4-1- W2
der Kreis dargestellt.
Wir haben für die Kreisgleichung drei verschiedene Formen
aufgestellt :
(166a)
(193a)
(148a)f _ Hf - f)~ - - j + j~
f _ c(l- f)
~ - - c + bv
!_ f = lJ + qw
C+w2
(193)
(148)~ = i ~ +~k = f + i~l- ,t)
1+ J~ 1+ l~
! _ cl + ~! _ f + c(l-f) (166)
- c+bv - c+bv,
~=f+~+qw
C+w2
mit +J .l q und IlJ I= -Va Iq I.
Die ersten beiden Spezialkreisgleichungen haben unter dem
Bruchstrich die Summe zweier ungleichgerichteter Vektoren, die
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letzte, welche aus der allgemeinen Gleichung eines Kegelschnitte~
entwickelt ist, dagegen die Summe zweier reeller Zahlen~ Es IllUß
sich daher z. B. GI. (166a) in die Form der GI. (193a) verwandeln
lassen. Diese Umwandlung soll nachstehend durchgeführt werden,
da sie gleichzeitig zeigt, wie man die Vektorsumme im Nenner
eliminieren kann, ohne sich dabei komplexer Zahlen wie nach
der symbolischen Methode bedienen zu müssen.
In Abb.52 seien 00 == C, OD -b, OD8==b~ das Spiegel-
bild von b; OA==bv, OB==bsv das Spiegelbild von 0.4.;
OA == e+ bv, OB == c+ bßv das Spiegelbild von OA.
x~t
0,25
~20
0,15
O,HJ
4fJS
Abb. 51.
o
.J I
O~,...-------~--~
(195)
(194)f _ c(l - f) e + b~ v~ - - -c + bv e+ b~ v
und beachten, daß nach GI. (93)
e+ bV l2(c + bv)(c + b~v) = c2 l~ = (OF)2
gleich dem Quadrat eines Vektors in der Richtung e und vom
Betrage le + bol, und nach dem Kosinussatz
Ic +bv l2 == Iel2 +21ellbl vcosqJ + [bI2 v2== Ic12(1+2~ vcosq?+ L~V2)
1c t IC,2
ist. Dann ergib-t sich
(
11)Ilb'2 )(c + bv)(c + b~v) = c2 1 + 2 tetvcosq? + IC\2v2 •
Wir multiplizieren Zähler und Nenner in GI. (166a) mit
C+ b~b .
C+ bßb •
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Setzen wir hierin
Ibl
w = ]Cl v + cos q; ,
so wird
Hierin bedeutet bj : ~: einen Vektor von der Richtung bj und
dem Betrage Icl, also gleich OE und bj I~ Icos q; = 0 F, wenn
CF 1- OE gezogen ist. Daher ist
c - bs :~ Icosq; = FO = 00 sinq;.
Setzen wir
'I cI IcI
c - bsfbl cos q; = l> , bSJbl = q und sin q;2 = 0 ,
so erhält GI. (196) die Form
~ _ f - 1- f l> + qw (197)
- c C+w2 '
Der konstante Faktor 1- f in dieser Gleichung stellt aber lediglich
c
eine konstante Verdrehung und Längenänderung des durch
-lJ + qw +J + qwo + w2 gegebenen Vektors dar. Da aber 0 + w2 nach GI. (193)
einem Kreis durch den UrAprung entspricht, ·so ergibt GI. (197)
gleichfalls einen Kreis durch den Ursprung, dessen Durchmesser
lediglich in seiner Richtung und Größe verändert ist. Ist im
. {- f
besonderen -'- = 1, so sind beide Kreise nach Größe und Lage
k . congruent.
I
, j
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e) Kurve n dr i t ten un d höheren Gr ade s.
Die überwiegende Zahl der Wechselstromerscheinungen läßt
sich durch Kurven ersten und zweiten Grades (besonders Kreise)
darstellen. Bei der Berechnung von Wechselstromverzweigungen
mit mehrfacher magnetischer Verkettung und besonders von
Kollektormotoren kommen aber vielfach auch Kurven höherer
Ordnung in Frage. Daher sollen auch diese nachstehend kurz
entwickelt werden.
Ähnlich GI. (167) lassen sich Kurven dritten und höheren
Grades entwickeln. So lautet die Gleichung einer Kurve dritten
Grades:
Al + .Bmv + Cnv2 + fvSl)~ - (198)
- A + B v + Cv2 + v3 '
worin I, m, n, f Vektoren und A, B, C , v reelle Zahlenwerte sind.
Setzt man den Nenner A + Bv + Cv2 + va = 0, so ergeben
sich drei Werte VI' V2 , Vs, die dieser Bedingung genügen, und
der Nenner läßt sich schreiben:
A + Bv + Cv 2 + va = (v - v1 )(v - v2)(v - va). (199)
Für die Werte Vi' v2 , Va wird daher ~ = 00.
GI. (198) enthält illl Nenner nur reelle Zahlenwerte, aber keine
Vektoren. Man kann aber auch ähnlich der KreisgI. (166) Formeln
entwickeln, bei denen im Nenner Vektoren verschiedener Richtung
vorkomlnen. So ist
A lJ + Bq v + Cr v2~ = -----~--' (200)
1 + D-i-v
,vorin wieder ~1, q, r, ~, t Vektoren und A, B, C, D, v reelle
Zahlenwerte sind, gleichfalls eine Kurve dritten Grades. Denn
durch Multiplikation des Zählers und Nenners mit dem Spiegel-
bild t + D?/v des Nenners gegen t werden die Vektoren des
t
Nenners gleichgerichtet [f(t 2)] , während der Zähler eine Vektor-
funktion dritten Grades in v wird. Da die Konstruktion der-
artiger Kurven umständlich ist, gibt Bloch folgende, nach unserer
Berechnungsweise umgearbeitete, vereinfachte Konstruktions-
weise an: \
1) Siehe Schlußsatz der Fußnote zu GI. (167), S. 64.
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(201)~1 == a + bv
Nach derselben Punktreihe v == 0, 1, 2, 3, .. ' "\\-"erden die
Vektoren
einer Geraden und nach GI. (166)
(202)
b1+-fv
cl+bfv c
!:2 == C+ bv == b
1+-v
c
eines Kreises, den wir uns durch Inversion der Geraden c + bv
entstanden denken, konstruiert und geometrisch addiert; dann ist
(204)
(0 + {) + [0 + ~ (0 + 0] v + b~ v2
~== --------------
bl+-v
c
nach GI. (200) der Vektor einer Kurve dritten· Grades. Es ist
nun erforderlich, die fünf Konstanten (Vektoren bzw. Vektorver-
hältnisse) der GI. (204), nämlich 0, o,~,{, f durch die gegebenen vier
c
Konstanten der GI. (200), nämlich A,p, Bq, Cr , D! auszudrücken.
t
Dabei ergibt sich, daß über eine Konstante der ersten Reihe noch
frei verfügt werden kann. Wir setzen daher f = 0, benutzen also
für GI. (202) einen Kreis, bei dem der Kurzschlußpunkt K mit
dem Ursprung 0 zusammenfällt. Dann ist zu setzen:
b bb+-a==Bq; o-=Cr;
c c
~==D~. (205)
c t
Daraus ergibt sich
~ =D:; o=Or~; O=(Bq-o)~; l=A.IJ-o. (206)
In Abb. 53 ist die äußerst einfache Konstruktion der Kurve
dargestellt:
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Gegeben sind in Abb. 53a die Vektoren ,,4 tJ = OE, Bq == OF,
C OG d d V 1 h 1 . D~ OH "lxr· kr == un as e {torver ä tnis - == --.----. t't Ir on-
t OJ
struieren nun der Reihe nach die Vektoren b, Cl, I unter Benutzung
des gegebenen Vektorverhältnisses b = D~ = _~IZ. (Über die
C t OJ
Größe der Vektoren c und b verfügen wir erst später.) Um
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Abb.53b.
c tb == Cr - == Cr - zu konstruieren, tragen wir an Cr == oa
b Ds
das 6. GO K C'.) ,6 H 0 J an, dann ist 0 K = b . Ferner ist
11 = (Bq - O)~ zu bilden. Zu dem Zwecke konstruieren wir
Bq - b ==OL, indem OLIIKF und FLIIKO gezeichnet wird. UIll
Bq - b = OL mit dem Vektorverhältnis ~ = ~~ zu multiplizieren,
konstruieren wir das L L 0 M C'-? 6. 1/ 0 J und finden a = 0 Jl.
Schließlich ist noch I == A lJ - Cl zu bilden, indem ON 1I AI E
und ENI!MO gezeichnet wird. Dadurch ergibt sich 1== ON.
Um die Lage des Vektors c == OPfestzulegen, beachten wir, daß
der Vektor der Geraden c+ bv, durch deren Inversion der durch
GI. (202) gegebene Kreis entstanden ist, für v' == 0 gleich eist.
Dem Wert v == 0 entspricht aber nach GI. (202) !2 == 1. Die
Vektoren c und I sind somit spiegelbildlich zugeordnete Werte,
und der Winkel NOP- zwischen c und 1 wird daher durch die
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Abszissenachse OX halbiert, da das Spiegelbild c' von C mit I zu-
sammenfallen muß. Dadurch ist die Lage von c === OP und
entsprechend die Lage von b == OQ gegeben, da das Vektor-
verhältnis ~ bekannt ist. Dagegen sind die Beträge von c bzw.
b nicht festgelegt. Einen derselben, z. B. c == OP können wir be-
liebig wählen. Wie aus Abb. 53c hervorgeht, in der die Inversion
Abb.53c.
der gespiegelten Geraden c' + b'v durchgeführt ist, hat auch nur
c'das Verhältnis V, aber nicht der Betrag von c' und b' Einfluß
auf die Lage und Größe des Kreises. Würde c' und b' doppelt so
groß gewählt sein, so würden die einzelnen Strahlen des Strahlen-
bündels die gleiche Lage haben. Die Vektoren a, b, c sind aus
Abb. 53a nach Abb.53b übertragen und die zur Inversion der
Geraden c+ bb erforderlichen Spiegelbilder c' und b' in dieser
Abbildung dargestellt und der Vollständigkeit halber auch der
Vektor f der Inversionspotenz (durch einen Kreis, der durch die
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Spitze von 1 und c' geht und die Abszissenachse in der Spitze
von f tangiert) ermittelt. In Abb.53b ist ferner die Gerade
a + DV dargestellt (von der kein Spiegelbild erforderlich ist). Die
Vektoren {) und b' sind in Abb.53b bzw. c mit einer Teilung
versehen, um die Werte ov bzw. b'v ohne weiteres abgreifen zu
können. In Abb. 53c sind nun die Vektoren KL == I, c' und b'
von dem vorläufigen Ursprung j{ aus aufgetragen und KlJf Ö'
gezogen. M ist der Mittelpunkt des durch Kund L gelegten
Inversionskreises, M liegt daher senkrecht über der Mitte von"K L.
Sodann sind von K aus Strahlen nach den Punkten ±171 b',
18 b/, ~- b', ... gezogen, welche auf dem Kreise die zugehörigen
Punkte ±2, 4,6, ... ergeben. Von diesen Kreispunkten aus sind
die zugehörigen Vektoren ±i~f b, tyb, -to {), ... parallel b (Abb.53b)
angetragen und dadurch die zugehörigen Punkte ± 2, 4, 6 der
Kurve dritten Grades ermittelt. Schließlich ist nach GI. (201)
noch der konstante Vektor a zu addieren. Zu dem Zweck würde
die Kurve um den Vektor a zu verschieben sein. Statt dessen
denken wir uns den vorläufigen Ursprung K in der Richtung - a
nach 0 verschoben. In der Abbildung ist beispielsweise für den
Punkt P6 der Vektor t:6 eingetragen. Es ist
cl+0,6bf
66 == OK + KQ6 + Q6 P 6 == a + c+ 0,6 b + 0,6 b === OPc ·
Dem v == 00 entsprechenden Punkt der Geraden c' + b' v ent-
spricht der Kurzschlußpunkt K auf dem Kreise; von dieseln
Punkte aus ist der Strahl 0v, also b· 00 anzutragen. Ziehen
wir daher g 11 0, so ist 9 die Asymptote der Kurve.
Die Gleichung einer !(urve vierten Grades kann nach Art
der GI. (198) bzw. (200) lauten:
_ A~ __±yn~~+ Cl~V2 + D~_~3 + fv4~ - A + Bv + Cv2 + Dv3 + v4
oder
oder auch
Am + Bnv + C~V2 + Dqv:J
~= Cl
I+E~v
t
Am + Bnv+ Cpv2
~ = (1 + D ~ v) (1 + E : v) .
(208)
(209)
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GI. (207) zeigt im Nenner nur reelle Zahlenwerte, d. h. ungerichtete
Größen, GI. (208) und (209) dagegen Vektoren bzw. Vektorverhält-
nisse. GI. (209) können wir uns folgendermaßen entstanden
denken. Bildet man .die Inversion der GI. (200):
5
2 I+D-v~ = ~ = Ap + Bqv ~ Orv2 c2 (210)
und .addiert zu ~ einen konstanten Vektor a, so entsteht eine
Gleichung von der Form der GI. (209):
(c2 +Apa)+ (C2 D: +Bqa)v+ (Ora)v2
a + ~-' --~--- (211)
- AlJ + Bqv + Crv2
Man erhält daher durch Inversion einer Kurve dritten Grades
eine Kurve vIerten Grades, die durch den Ursprung geht, und
durch Addition eines konstanten Vektors die Kurve in allge-
meiner Lage. Auf diese Weise kann man Kurven höheren Grades
aus solchen niederen Grades entwickeln. In dem letzten An-
wendungsbeispiel, Abschnitt K, Abb. 109, ist eine Konstruktion
für eine Kurve vierten Grades gegeben unter Benutzung des
Vektorverhältnisses von zwei einfach zu konstruierenden Parabel-
vektoren.
M. Berücksichtigung der Eisensättigung.
In dem Kapi~el C über Vektorverhältnisse (Scheinwiderstand,
Scheinleitwert) ist die Voraussetzung gemacht, daß der durch ein
Vektorverhältnis gekennzeichnete Scheinwiderstand bzw. Schein-
leitwert eines Stromzweiges eine Konstante ist, d. h. daß die
Klemmenspannung dem Strom proportional, und daß die Phasen-
verschiebung zwischen ihnen unveränderlich ist. Diese Annahme
ist bei Stromzweigerl berechtigt, die kein Eisen enthalten, bei
eisenhaItigen Spulen aber nur, soweit deren Belastung auf dem
geradlinigen Teil der Charakteristik liegt. Da die Verwendung
konstanter Vektorverhältnisse die Berechnung von Stromver-
zweigungen äußerst übersichtlich gestaltet, so wird man sich der-
selben soweit als zulässig bedienen und vielleicht nur das ge-
wonnene Resultat einer Korrektur unterziehen, z. B. bei der
Berechnung von Transformatoren und Maschinen, indem man
den Einfluß der Sättigung durch Rechnung oder Versuch bestimmt.
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Es kommen aber bisweilen Fälle vor, bei denen der Grad
der Sättigung das Resultat ausschlaggebend beeinflußt oder bei
denen die Eisensättigung gerade dazu benutzt wird, um bestimmte
Effekte zu erzielen oder Betriebsstörungen zu vermeiden. Ein
solcher Fall liegt z. B. bei den Erdschlußspulen vor, bei denen
eine möglichst gute Resonanzeinstellung zwar den Erdschlußstrom
erwünschterweise herabsetzt, aber die Unsymmetriespannung des
Netzmittelpunktes gegen Erde erhöht, ein Nachteil, dem durch
entsprechende Eisensättigung entgegengearbeitet werden kann.
Bei einer eisenhaltigen Drossel ist der Scheinwiderstand !
. 00
bzw.der Scheinleitwert ~o nur für den geradlinigen. Teil der
Charakteristik eine Konstante. Für den übrigen Verlauf der-
selben ändern sich diese Vektorverhältnisse stetig, und zwar
sowohl in bezug auf das Verhältnis der Vektorbeträge,
IfI b Ij I . h f·h Ph . k II~ol zw. ~' WIe auc au I ren asenWIn e rp.
A. Matthias hat in einer Abhandlung "Über das Verhalten
der Erdschlußspule im Betrieb" (Arch. f. Elektrotechnik 1923,
S. 391) die Berechnung unter Benutzung VOll Vektorverhältnissen
auch auf eisenhaltigc Spulen ausgedehnt. Wir folgen hier itn
"\vesentlichen seinem Gedankengang, der zu einem graphischen
Näherungsverfahren führt, wclches nachfolgend zu einem absoluten
graphischen Verfahren erweitert "\vird. Matthias gebührt aber
das Verdienst, zuerst die veränderlichen Vektorverhältnisse in
die neue Berechnungsweise cingeführt zu haben. Bei dieser Be-
rechnung werden außerdcm die - mit der Stärke der Magneti-
sierung -' veränderlichen Eisenverluste der Spulc berücksichtigt.
Es ist üblich, die magnctische Charakteristik einer eisen-
haItigen Spule bei Belastung mit Gleichstrom in rechtwinkligen
Koordinaten darzustellen, wobei die Amperewindungen (oder auch
die Feldstärke S)) als Abszissen und die zugehörigen Kraftlinien-
zahlen (oder auch die Induktion ~) als Ordinaten aufgetragen
werden. Wählt man für die Speisung der Spule mit Wechselstromt
d. h. für eine zyklische Magnetisierung derselben, die gleiche Dar-
stellungsweise, so ist zu beachten, daß der Kraftfluß oder die
ihm proportionale, vektoriell um 90° nacheilende EMK der Spule
nur von dem Magnetisierungsstrom, d. h. der Blindkomponente
des Stromes, erzeugt wird, aber nicht von der Wirkkomponentet
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die im wesentlichen zur Bestreitung der Kupfer- und Eisenver-
luste (Wirbelströme und Hysteresis) verbraucht und daher auch
Verlustkomponente genannt wird. Für unsere Berechnungen
müssen wir dagegen das Verhältnis der EMK zum Gesamtstrom
(d. i. die geometrische Summe des Blind- und Wirkstromes) bilden.
Nach der Darstellung von Matthias (Abb.54) bedeutet für eine
bestimmte Magnetisierung OA den Magnetisierungsstrom, AB die
zugehörige, im gleichen Strommaßstab aufgetragene Verlust-
. komponente und AF = OE die zugehörige, im Spannul1gsmaß-
. OB
stab gemessene EMK der Spule. Dann ist OE das Vektorver-
hältnis, welches für die vorliegende Magnetisierung den Schein-
leitwert der Spule angibt. Bei einer Änderung der Magnetisierung
wandert der Punkt B auf der Verlustkurve b nach BI' B 2 , ••• ,
während gleichzeitig der Punkt F auf der Magnetisierungskurve 1n
nach F I , F2 , • • • und der Punkt E auf der Ordinatenachse nach
EI' E2 , • • • wandert. Verbinden wir zur besseren übersicht die
zusammengehörigen PunkteE mit B, EI mit BI' E 2 mit B 2 , •••,
so wird der veränderliche Scheinwiderstand durch die Vektor-
.. . OE OE! .OE2 ••
verhaltmsse OB' OB~' O~' ... dargestellt, worm OE 1m
Spannungs- und OB im Strommaßstab zu messen ist.
Die Schlußlinien EB , EIBI' E 2 B2' ••• verlaufen nicht parallel,
und die Richtungen des Gesamtstromes OB, OBI' OB2 , •••
fallen nicht zusammen, woraus schon äußerlich die Ungleichheit
der Vektorverhältnisse zu •erkennen ist. Nur für Punkte der
Magnetisierungslinie m, die unterhalb K, d. h. auf dem gerad-
linigen Ast der Magnetisierungslinie, liegen, z. B. L,. verlaufen
die Schlußlinien, z. B. E(B{t ErBf , parallel. Hieraus ergibt sich,
daß das Vektorverhältnis für Punkte zwischen 0 und K konstant
und nur für jenseits K liegende Punkte veränderlich, und zwar
zweifach veränderlich ist.
Bezeichnen wir die veränderlicheEMK mit e~ = OE~ und
den zugehörigen Gesamtstrom mit i~ = OB~, so ist in dem.
Vektorverhältnis t1;: t. = t (e1;) oder e1; = g (t1;)'
e~
Da die Richtung von e~ konstant (Richtung der Ordinaten-
achse) gewählt ist, so können wir ähnlich wie früher eine kon-
stante Bezugsspannung Q;o wählen und j~ = t1; setzen, worin nur
Q;o e~
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Abb.54.
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der Vektor i~ nach Richtung und Größe veränderlich ist. Wir
wählen vorteilhaft Q;o = OEf und finden beispielsweise für den
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Abb. 54 R.
Punkt F den Vektor j, indem wir ErC 11 EB ziehen und den
Schnittpunkt C mit dem Strahl OB konstruieren, dann ist OC = t.
Indem wir die Konstruktion für alle Punkte E, B, EI' BI' ...
durchführen, finden wir die Punkte C,C I ,C2 ,Cr, cl.h. j,jI,j2,t~,
Na tal i s, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Auf]. 6
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oder den Verlauf der j-Kurve. Schließlich bezeichnen wir die
O-Punkte noch mit den zugehörigen Spannungen 0 bis 15, 20,
22, 24, 26 Volt (in dem Beispiel Abb. 54 ist (to = OE! == 15 Volt)
und sind damit in der Lage, zu jedem Dreieck OEO das zu-
gehörige Dreieck OEB zu rekonstruieren, indem wir das Drei-
eck OErO im Verhältnis der Spannungen, z. B. ri, vergrößern.
Für Spannungen zwischen 0 und 15 Volt liegt der Punkt Of (= Bf )
fest, und nur für höhere Spannungen wandert der Punkt nach
02' 01' 0, die i-Kurve beginnt daher erst im Punkt Cf und
erstreckt sich nur nach rechts bis C bzw. darüber hinaus.
Der Vektor j~ ist daher ein Maß für den veränderlichen Schein-
leitwert.
Vorstehend haben wir die Richtung von e~ bzw. Q;o festgehalten ;
wollen wir dagegen den (veränderlichen) Scheinwiderstand be-
stimmen, so müssen wir die Richtung des Stromes i~ bzw. die
eines Bezugsstromes ~o festlegen, wofür vorteilhaft So = OG I
gewählt wird. Dieses ist in Abb.54a geschehen, indem
6. OGfHf C':J 6. ORfEf konstruiert wird. Dann ist 90-_!lG~~ = ~-
f "-So
das Vektorverhältnis, welches den Scheinwiderstand für den
Punkt K der Magnetisierungskurve angibt. Klappen wir in gleicher
Weise die Dreiecke
in die Lagen
G2 0H2 , G10H1 , GOH
um, und ziehen durch den Punkt Gf die Parallelen
D2 G" D1G, , DGr
zu den Schlußlinien
H2 G2 , H1G1 , HG,
so wird das veränderliche Vektorverhältnis durch
dargestellt. Die l\.urve DfD ist daher die gesuchte f-Kurve
und zeigt gegenüber der j-Kurve einen umgekehrten Verlauf.
Zur Vervollständigung tragen wir noch für die D-Punkte die
zugehörigen Stromwerte, und z,,'"ar für D f (0 bis 3,5 Amp),
D2 (9 Amp) , D1 (12,5 Amp) , D (16,3 Amp) ein.
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Diese etwas umständliche Konstruktion der i-Kurve bzw.
f-Kurve ist nur erforderlich, wenn die Eigenschaften der Magneti-
sierungslinie durch Re c h nun g gefunden werden müssen, indem
für jeden Punkt derselben zuvor Blindstronl (Magnetisierungs-
strom) und Wirkstrom (Kupfer- und Eisenverluste) ermittelt
werden. Ist dagegen die Spule vorhanden und können für ver-
schiedene Stärken der Magnetisierung die Werte e, 1und e1cos qJ ge-
( eicos 9?)messen werden, so ist damit auch der Winkel cp cosrp = ----;-
. el
tfür jeden Punkt und das Verhältnis - bestimmt. Es kann daher
e
an Hand der Messungen die e, i-Kurve ohne weiteres aufge-
zeichnet werden, wobei beispielsweise die e-Werte gleiche Richtung
erhalten, indem sie in die Ordinatenachse gelegt werden. Man
kann aber auch gleich einen Schritt weitergehen und die Q;o' i-Kurve
auftrag~n. Setzen wir nämlich
i i
-=-;
e Q;o
so ist
. ,Q:oh == 11 - •..
Cl
Wir brauchen daher die gemessenen Werte 11 ,12 , ••• nur mit den
11 Z hl (t0 @0 I . I' . d d'ree en a enwerten -, - ... zu mu tlP lZleren un le so ge-
Cl C2
fundenen Werte il' j2' ... unter den Phasenwinkeln (Pl' (P2' . • •
anzutragen, um so ohne weitere Zeichenarbeit die j-Kurve Zb:
erhalten. In gleicher Weise finden wir die f-Kurve, indem wir
~ ""
d · W t f "-So f ,\~ll b h . d . ·tle er e I === el -'-, 2 == e2 --;---, • •. erec nen, In em WIr e IDl
11 <'" 12
dem reellen Zahlenwert i~~_ multiplizieren, und f1' f2' ... unter
1
den Phasenwinkeln - Cfl' - f[J2' • • • an ~o antragen.
Wir wollen nunmehr an zwei einfachen Beispielen die Ver-
wendung der f-Kurve bzw. i-Kurve erläutern.
Das erste Beispiel betrifft die Hintereinanderschaltung von
Scheinwiderständen und wird daher vorteilhaft durch Benutzung
der f -Werte behandelt, das zweite betrifft die Parallelschaltung
von Scheinleitwerten, die unter Benutzung der i -Werte berechnet
werden.
6*
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1. An einer konstanten Spannung Q; liege in Hintereinander-
schaltung eine ungesättigte Drosselspule mit dem konstanten
(Scheinwiderstand) Vektorverhältnis h und eine gesättigteSo
Drosselspule mit dem veränderlichen Vektorverhältnis k. EsSo
sind der Strom Sund die Spannungen Q;1 , (t2 an den beiden Spulen
zu bestimmen.
Diese Aufgabe ist
so einfach, daß sie,
wie Abb. 55 zeigt,
mühelos auch mit
Vektorverhältnissen
ohne konstante
Bezugseinheit zu lö-
sen ist. Der Vorteil
der Benutzung einer
konstanten Bezugs-
einheit zeigt sich erst
bei verwickelteren
Stromverzweigun-
gen. Wir wollen aber
die Aufgabe 0 h n e
(Abb. 55) und mit
(Abb. 56) konstan-
ter Bezugseinheit ~o
lösen.
In Abb. 55 ist zunächst angenommen, daß jede der beiden
Spulen einzeln von einem Strom konstanter Phase, aber veränder-
licher Stärke durchflossen wird. Der Strom wird von 1r bis 12 , 11 , i
verändert, dabei wächst die Spannung an der gesättigten Drossel
von ef bis e2 , e1 , e, wobei sich die Spitze von e entlang der e-Kurve
bewegt, deren Ermittlung in Abb. 54a erläutert ist. Die Span-
nung an der ungesättigtell Drossel steigt proportional dem Strom
yon ef bis e~, e~, e'. Addiert man nun die zugehörigen Span-
:Q.ungen (er+ ef), (e 2 + e~), (el + e~), (e + e'), so erhält man
~ine neue Kurve M r, M 2 , M l , M, welche die Summe der Spulen-
spannungen ergibt. Da aber diese Summe gleich der Netzspan-
nung ~ sein soll, so braucht man nur den Schnittpunkt der M -Kurve
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mit einem Kreis mit dem Radius 0; zu suchen und findet dadurch
sowohl die Spulenspannungen 0;1' 0:2 wie auch den Strom ~ nach
Größe und Phase. In unserem Beispiel ist 0;2 = c2, ~l == c; und
~ .
"-5 = 12 ,
Schließlich ist es noch erforderlich, das ganze Bild um den
Winkel Q;, S im Uhrzeigersinne zu verdrehen, da die Phase von a;
und nicht diejenige von ,s als festliegend anzunehmen ist.
Wir wollen nunmehr dieselbe Aufgabe unter Benutzung einer
konstanten Bezp.gseinhe,it 00 für die beiden Vektorverhältnisse
berechnen, um eine systematische Lösung für kompliziertere Auf-
gaben zu entwickeln.
Es ist
(212)
und
6
Amp.
10
0'
(213)
5/S /0
Abh. Öß.
I
20
r:c _ rc:. + ~ _ fl +~ ~~ - ~l ~2 - ~ "-5,
t\So
worin fl eine Konstante IV
und f2 eine Funktion
von ~ ist. Bei der Auf-
stellung dieser Bedin-
gungsgleichung müssen
wir danach trachten, auf
der linken Seite einen
gegebenen konstanten
Vektor (@) zu erhalten,
um ähnlich wie in Abb.G5
den Schnittpunkt einer
Kurve (M, MI' M 2 M k )
n1it einem Kreis (Q~) zu
konstruieren.
In Abb. 56 sei ]), D I , D2 , Df die nach Abb. 54a oder durch
Versuche ermittelte f2-Kurve für den veränderlichen \Tektor f2 •
Bei den einzelnen Punkten dieser Kurve sind die Strolnstärken
Obis 3,5, 9, 12,5, 16,3 Amp, für die sie gelten, eingetragen.
l)ie variablen f2-Werte sind OD, OD I , ()1)2' ODr • Wir bilden
nunnlchr den gleichfalls variabIen \Tektor f1 + f2' indelll ,vir den
Ursprung 0 um - fl nach 0' verschieben und die Strahlen
von 0' nach 1), I)I' D2' Df zieheTl. Diese Strahlen f] + f2 sind
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~
nach GI. (213) mit den zugehörigen reellen Zahlenverhältnissen*
zu multiplizieren, in unserem Beispiel also .\So
O'D, 0'D1 , 0'D2 , G'Dt
mit 16,3 12,5 9 1 1) .
3,5 ' 3,5 ' 3,5 '
Dadurch erhält man die Strahlen
O'M, O'Ml , 0'M2 , O'Mf ,
welche die Kurve M, MI' M 2 , Mt ergeben. Ein mit der Span-
nung ~ um 0' beschriebener Kreis schneidet diese Kurve bei-
spielsweise in dem Punkte M 2 • Zieht man schließlich ~111 00'
und ~211 OD2 , so ist das Spannungsdreieck ~2+ ~l = ~ ver-
vollständigt.
Der Strom ~, der bei dem Punkte D 2 mit 9 Amp angegeben
ist, wird im Strommaßstab, gemessen von 0' aus, vertikal auf-
wärts angetragen. Zum Schluß wird die ganze Figur im Uhr-
zeigersinne so verdreht, daß Q; vertikal steht.
2. Als zweites Beispiel behandeln wir den Einfluß des Ein-
baues einer Erdungsdrossel in ein unsymmetrisches Netz in bezug
auf die Veränderung der Unsymmetriespannung und die Größe
des Erdschlußstromes (des sog. Reststromes) bei Erdschluß einer
Phase. Diese Aufgabe hat Matthias in dem angezogenen Auf-
satz für ein Drehstromnetz durchgerechnet. Wir wollen die gleiche
Aufgabe zur Erleichterung des Verständnisses für ein Einphasen-
netz durcharbeiten.
Abb. 57 zeigt das Schema ohne Erdschlußspule, Abb. 58 mit
Erdschlußspule. In beiden Abbildungen sind 2 e die Zentralen-
spannung, ~, ~ die Scheinleitwerte der heiden Leitungen
gegen Erde, die im wesentlichen durch ihre Kapazität gegen Erde,
daneben aber auch durch die Ableitungsverluste gekennzeichnet
sind und i bzw. 11 , 12 die Ladungsströme. Als Bezugsspannung ~
wählen wir vorteilhaft Q; = 2 e. Durch die Ungleichheit von il
und 12 entsteht in Abb.57 die Unsymmetriespannung eo des
1) Am einfachsten und übersichtlichsten wird diese einfache Operation
mit dem Rechenschieber ausgeführt, da die graphische Durchführung das
Linienbild verwirren würde.
Nullpunktsverschiebung und Erdschlußstron1. 87
(214)
Zentralenmittelpunktes gegen Erde. Durch den Einbau der Erd-
spule mit dem Scheinleitwert i& in Abb. 58 ändert sich die Un-
symmetriespannung auf den Wert e,2.
Für Abb. 57 erhält man
t= (e+eo) ~ =(e-eo)~,
Abb. 57.
woraus sich ergibt:
Abb.57a.
\
0\
~
.Abb.57b.
(215)c === c j2 -=Jl
° ;1 + i2 ·
In Abb. 57 a und b ist die einfache Konstruktion von eo an
Hand der GI. (215) ausgeführt, indem das Leo,cC'-lL(i2- b), 02-+- jl)
konstruiert ist. Ferner ist
. 2c ;1 j2 ;1;2
t === ·----- - === . - .... (216)
Q; il + ;2 il + ;2 ·
Bei einseitigem Erdschluß, also beispielsweise für i?' === 00, erhöht
sich der Wert von i auf
ferner wird hierfür
ie == i1 (Abb. 57b); (216a)
(217)
'88 Erdschlußspule, Nullpunktsversehiebung, Rpststrolll.
d. h. Co ändert seine Größe und Richtung in erheblichem Maße. ~i~ ist gleichzeitig der Erdschlußstrom, der an der Berührungs- 11
stelle der Leitung 11 mit Erde auftritt.
Für Abb.58 dagegen ist
daher
1ß === 12 - 11 ,
11 = (c + CE) ~ ,
, ( ) j2
t2 === e - eE ~'
. jß ( ) j2 (+ ) jltE === eE - === e - eE - - e CE -,~ ~ ~
(218)
(219)
(220)
(221)
eE === e -,_j2.~_~~,__ . (222)
h + J2 + JE
Dieser Wert in GI. (220) eingesetzt, gibt für ; = ~ :
1 ===[e-e i2-i1 Jk===k 2il+jß. (223)
2 i1 + j2 + jß ~ 2 i1 + i2 + Ü3
Bei einseitigem Erdschluß, also beispielsw~ise für i2 === 00, erhält
man aus GI. (223) den Reststrom 1r zu
1r === i1 + ijE' (224)
In Abb. 58a und bist eE nach GI. (222) und 1r nach GI. (224)
ermittelt. Dabei ist IjEI etwas kleiner als \11 + i2\ angenommen,
was einer Unterkompensation der Erdschlußspule entspricht. In
Abb. 58a sind die Vektören i2 - j1' j1 + i2 + jß und 11 + -kiß
gebildet, in Abb. 58b das Dreieck e, eE C'J 01 + i2 + jß), 02 - i1)
und 1r === i1 + ih~ konstruiert. Durch einen Vergleich von
Abb. 58 b mit 57 b erkennt man ohne weiteres, daß der Erdschluß..
strom sich von 1c auf 1r verringert hat, daß aber gleichzeitig die
Unsymmetriespannung sich von dem Wert eo auf eE vergrößert
hat. Hierbei ist zu berücksichtigen, daß sich die Spannungen eo
bzw. eE auf den Zustand vor dem Kurzschluß, die Erdschluß-
ströme 1e bzw. 1r auf den Zustand nach dem Kurzschluß beziehen.
Es ist aber ersichtlich, daß die Verringerung des Erdschlußstromes
durch eine Vergrößerung der Unsymmetriespannung erkauft ist.
Wir wollen nunmehr die beiden durch GI. (215) und (222)
charakterisierten Betriebszustände nach dem Vorgang von
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Matthias miteinander vergleichen und dabei die Sättigung der
Erdschlußspule berücksichtigen. Die Division der beiden Gleichun..
gen ergibt, da sich die Zähler der rechten Seiten heben:
il + j2 + j~
jl + j2
(22tj)
In dieser Gleichung nehmen ,viI', da wir c~ mit Co vergleichen
wollen, Co als gegebenen Vektor an und schreiben daher GI. (225),
um wieder auf der linken Seite eine Konstante zu haben:
il + i2 + j~Co == e~ . . •
""' h + 12
(226)
. \
"2' \
\
\
\
\
\
,-ir 0
;J;[
. /:' /
~,.j4j'l~ ). 0.f~-j;
J,rclz rj~'
Abb.58. Ahh.5Sa. Ahh. fiSl).
Wir nehmen ferner an, daß in Ahh. 5n die Magnetisierungskurve
der Erdschlußdrossel durch die Vektorfunktion i~ == f (c~),
d. i. die i-Kurve der Abb.54, durch !3crechnung oder Versuche
ermittelt sei, und bilden für verschiedene zusanll11engehörige
Werte von c.\l und j.\l die VektorPll c~ = Cl? [1 :- j~:tjl? Diese
hi12
einfache Konstruktion ist in Abb. 59 durchgeführt, \vobei die
Spanl1ungsvektoren CE und Co der Deutlichkeit halber größer
als in Abb. 57 bund 58 b dargestellt sind. Zunächst ist
0'0 == i1 + i2 gemacht, d. h. der Nullpunkt 0 ist um den
90 Nullpunktsverschiebung ohne und mit Erdschlußspllle.
Vektor -(il + 12) verschoben, sodann sind nach den Punkten
15, 20, 22, ... der jß-Kurve von 0' aus Strahlen gezogen, deren
Längen somit gleich 11 + i2 + jß sind. Ferner sind auf 0'0
von 0' aus die entsprechend verdrehten Spannungen (e.215)'
(eß20) , (eß22)' abgetragen (in Wirklichkeit fällt die Richtung
von eß15' eß20' mit ~o zusammen; die Verdrehung bezweckt,
dem Vektorverhältnis 11 + 12 + j~ eine feste Basis (i + j ) zu
11 + 12 1 2
geben) und Parallelen zu Oi.215' Oj220' Oi222' .. · gezogen. Da-
durch werden die Punkte 15, 20, 22, ... der von 0' ausgehenden
Kurve eß gefunden. Schließlich wird mit \eoI um 0' ein Kreis be-
schrieben, der die Kurve eß je nach der Größe von eo in einem oder
drei Punkten schneidet. In unserem Beispiele schneidet der
Kreis die eß-Kurve in drei Punkten, etwa bei 15, 20 und 22,
von denen der mittlere einem labilen Zustande entspricht. Von
praktischer Bedeutung ist jedoch nur der Punkt 22. Diesem
entspricht die Spulenspannung 22 Volt auf dem Strahl 0'0.
Zum Schluß müßte das Diagramm im Uhrzeigersinne so verdreht
werden, daß die Richtung von e2 oder 0'0 mit ~o zusammen-
fällt. Aus der Darstellung ist zu ersehen, daß IeßI erheblich größer
als leul ist. Maßgebend für die Vergrößerung von leßI ist der
Winkel zwischen -01 + 12) und ig (Abb. 58a). Je kleiner dieser
Winkel ist, desto größer wird eg im Verhältnis zu eu. Es soll
aber hierauf nicht weiter eingegangen werden, da dieses Beispiel
lediglich dazu dienen sollte, eine schematische Lösung für die
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Berücksichtigung der Eisensättigung zu geben. Es sei nur noch
erwähnt, daß bei starker Sättigung die höheren Harmonischen
stark hervortreten, die in unserer Berechnung nicht berücksichtigt
\verden konnten.
in === in1 + in2 + 913 •• • (227)
oder {(Y~} === {Q;lSl} + {@2S2} + {Q;3S3} . . . (227a)
In dieser Gleichung, die als Vektorproduktgleichung aufzufassen
ist, kann jede der angegebenen Leistungen sich aus Wirk- und
Blindleistung zusammensetzen.
Ist ~ === 911u + 91f.), 911 === inm1 + 91ul' 9'(2 === 911u 2 + ffiu2' ... , so
kann man obige Vektorgleichung zerlegen in:
in1tJ === 91W1 + 9( 11)2 + 91w3 • • • (228)
und 91u === 9'lbl + 91U2 + 91U3 • •• (229)
Den Begriff eines Stromzweiges können wir ferner dahin erweitern,
daß darunter nicht nur feste (Schein- )Widerstände verstanden
,verden, sondern auch Motoren bzw. Generatoren, in denen elek-
trische in mechanische Leistung verwandelt wird oder umgekehrt.
Mechanische Leistung und Wirkleistung sind durchaus äqui-
valent, und man kann sich die Entnahme einer mechanischen
Leistung jederzeit ersetzt denken durch die Belastung des Netzes
mit einem Wirkwiderstand. Um diesen Ersatzwiderstand in die
Rechnung einzuführen, müssen wir das Vektorverhältnis 1, dasQ;
seinen Wirkleit,vert, oder 1_, das seinen Wirkwiderstand dar-
S
N. Leistungsg'esetze.
Dem Satz von der Erhaltung der Energie in der Mechanik
entspricht der Satz von der Erhaltung der Leistung in der Elektro-
technik. Dieser Satz gilt nicht nur für Gleichstromkreise mit
ihrem gleichmäßigen und gleichgerichteten Leistungsfluß, sondern
auch für Wechselstromkreise, bei denen außer dem gleichgerich-
teten Leistungsfluß, dessen Mittelwert wir als Wirkleistung be-
zeichnen, ein zwischen zwei Energiespeichern hin und her pendeln-
der Leistungsfluß, die Blindleistung, zu beachten ist. Wird daher
von einem Generator oder einem Netz eine Leistung 9l abgegeben,
die in mehreren Stromzweigen 1, 2, 3, . . . verbraucht wird, und
bezeichnen wir den Verbrauch dieser Zweige mit in1 9l2 , 9l3 , •••,
so ist
92 ~feehanische Leistung.
(230)
(230 a)
(230 h)
~-i- N (~)
w - ~ - e;n V '
w = ~ = ~ (:),
i S
~ f·
stellt, ermitteln, wobei zu beachten ist, daß i und li bz,v. fund S
gleiche Richtung (qJ == 0) haben. Bezeichnen ,vir mit N die
mechanische Wirkleistung in Watt, mit ew die Wirkspannung,
d. i. die Komponente der Spannung in der Richtung des Strolues,
bzw. mit iw den Wirkstrom, d. i. die Komponente des Stromes in
der Richtung der Spannung, und mit w den Ersatz,viderstand,
so ist
Durch diese einfache Substitution sind WIr In der Lage, die
Umwandlung elektrischer Leistung in mechanische in unseren
Rechnungen zu berücksichtigen, wenn Strom und Gegenspannung
des Motors durch Rechnung oder Versuch ermittelt sind. Es ist
dabei zu beachten, d~ß die Vektorverhältnisse 1- bzw.l für den
, ~ S
Ersatz-Leitwert bzw. -Widerstand reelle Zahlenwerte sind, die nur
mit dem Verhältnis der Maßeinheiten A und V zu multiplizieren
sind.
Im Abschnitt eist auseinandergesetzt, daß die von einem
Stromzweige aufgenommene Gesamtleistung durch das Vektor-
produkt z. B. {e· i} ausgedrückt wird. Dieses Vektorprodukt,
das sich geometrisch aus der von dem Stromzweig aufgenommenen
Wirk· und Blindleistung zusammensetzt, kann daher in seinem
ersten Teil sowohl eine elektrische Wirkleistung (Joulesche Wärme)
wie auch eine mechanische Wirkleistung enthalten.
Die Aufstellung von Leistungsgleichungen (Vektor-
prod uktgleich ungen) wird sich stets empfehlen, wenn man
sich über die von den einzelnen Stromzweigen oder Maschinen
aufgenommenen Leistungen Rechenschaft abgeben will. Da-
bei wird man bis zum Schluß der Rechnung mIt den Gesamt-
leistungen (Vektorprodukten {}) operieren und diese erst zum
Schluß in i~re Wirkleistungen und Blindleistungen zerlegen oder
mit Hilfe der im Abschnitt G gegebenen Regeln die Vektorprodukt-
gleichungen in Vektorgleichungen umwandeln.
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Die Leistungsgleichungen bieten offenbar die umfassendste
Berechnungsart, da sie die Zusammenfassung der verschiedensten
Leistungsformen in einer Gleichung und damit ein tieferes Ein-
dringen in das Wesen der betrachteten Vorgänge gestatten.
Wir wollen nunmehr untersuchen, wie sich die Leistungs-
aufnahme einer Stromverzweigung ändert,
1. wenn der (Schein-)Widerstand und darnit der Strom eine s
Stromzweiges willkürlich geändert wird;
2. wenn die Spannung zwischen einem Knotenpunkt und
einem Speisepunkt willkürlich geändert wird.
Da die Berechnung verschiedene Resultate für
a) unverkettete und
b) verkettete Stromkreise
ergibt, so wollen wir die Untersuchung auf beide ausdehnen.
a) Änderung der Leistungsaufnahme mehrerer in Serie
geschalteter Widerstände infolge Änderung eines dieser
Widerstände (Änderu ng des Stromes).
An einer konstanten Wechselspannung ~ (Abb.60a) liegen
ein veränderlicher Scheinwiderstand _T~ und ein unveränderlicher
~j1~ (Abb. 60), welche von dem Strom i durchflossen \verden und
S
die Spannungsverluste Cl und c2 erzeugen. Dann ist
(231)
(231 a)
und
Cl fl
('2 fa '
ferner, da der Scheinwiderstand der heiden Wider"tände J!_tT2 ist,
,,5
(233)
(234)
Daher ist
(i;
, ('.i (232)
t == ,\\' f1 + f2 •
Die' von dem Netz abgegebene Leistung ist ~ == {ct· i}, die
von den beiden Stromzweigen aufgenommene I..Jeistung
9?1=={c1·i} bzw. 9C2=={c2·i}.
m== 911 + ~2
{(J · i} == {Cl · i} + {e 2 • i}.oder
94 Unverkettete Stromkreise.
Wir betrachten nunmehr einen zweiten Gleichgewichtszustand,
bei dem durch Änderung des Widerstandes J! auf den Wert .k,
~ S
(Abb.60) ein Strom l' und die Spannungen el und eIl entstehen.
Dabei verschiebt sich der Knotenpunkt P um den Vektor er.
o
Abb.60. Abb.60a.
nach pi; die Leistung des Netzes wird mit ~' und die der Strom-
zweige mit ml , ~ll bezeichnet. Dann ist:
und
el = el + e~; eIl = e2 - e~
e2 i
-=--;-;-,
eIl t
(235)
(236)
(237)
{~. i'} = {eI· i,',} + {ell-,i,'} = {(el + el) -i'} + {(e2 - e~) -I'} }
{ (238)= el • t } + {e2 - 1 }_
Die Änderung der Leistungsabgabe bzw. -aufnahme beim
Übergang vom ersten Zustand zum zweiten ist daher:
9C - 9(' = {@ -(i - i')} == {eI •(i - 1')}+ {e2- (i - i')}. (239)
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(239b)
Hierin ist i-i' die vektorielle Differenz der beiden Ströme i
und i'. Für eine unendlich kleine ",-~nderung von i ergibt sich
d ~ = {@ -di} (239a)
d{~} == ~
di c.
oder
Wir haben hierbei ~ in {} gesetzt, um darzustellen, daß Q; - di
ein Vektorprodukt ist.
Diese nahezu selbstverständlichen Gleichungen gewinnen eine
erhöhte Bedeutung, wenn man sie auf die Schaltleistung von
Generatorschaltern bezieht, d. h. wenn man nicht ein Netz kon-
stanter .Spannung, sondern einen Generator mit eigenem inneren
Spannungsabfall zugrunde legt und insonderheit die Abschaltung
eines Kurzschlusses in Rechnung zieht. Wir betrachten hier die
Spannung e2 als den inneren Spannungsabfall des Generators bei
dem Strom i, oder als Grenzfall bei dem Kurzschlußstrom lf
und die konstante Spannung Q; als die EMK des Generators ~I
bei dem Strom 0, d. h. seine Leerlaufs-EMK. Unter diesen An-
nahmen ist die abzuschaltende Energie
9'C={@z-i} bzw. {Q;z-h}- (240)
Hiernach ist die Schaltleistung gleich dem Vektorprodukt aus
dem Strom vor der Abschaltung und der Spannung nach der
Öffnung des Stromkreises. Diesen Satz bezeichnen wir als
das erste Leistungsgesetz.
Das Vektorprodukt {~l' tf} enthält einen bestimmten Betrag
an Wirkleistung 91tu == Ezif COS(P und Blindleistung 91b == Ezik sinq) ,
die sich vektoriell zur Gesamtleistung 91 == 9(b + 91tu oder
(241)
zusammensetzen.
Während nun in unseren Rechnungen Wirk- und Blindleistung
als inkommensurable Größen streng voneinander unterschieden
werden, wirken bei dem Abschaltvorgang beide Leistungsformen
in gleicher Weise, wenn auch in verschiedenem Maße, auf die
Erwärmung der Kontakte, die Gas- und Funkenbildung ein.
Beide Leistungen begrenzen daher gemeinsam die Abschaltleistung
eines Schalters, und es ist von hohem praktischen Interesse, fest-
zustellen, welche Gesamtleistung ein Schalter bewältigen kann,
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Abb. 61.
dessen Belastung aus Wirk- und Blindleistung besteht. Es ist
bekannt, daß ein Schalter bei induktionsfreier Belastung eine
erheblich größere Leistung (Wirkvoltampere) abschalten kann als
bei rein induktiver Belastung (Blindvoltampere). Bezeichnen wir
nach Abb. 61 die Gesamtleistung bei einer Phasenverschiebung qJ
mit SJl(P == AB, die Wirkleistung SJlq; cos cp == AC und die Blind-
leistung SJlqy sincp == OB, und ist ferner die rein induktive Belastung
(in k VA), die der Schalter bewältigen kann, <X (<x < 1) mal so groß
als die rein induktionsfreie (in kW), so ist, ,venn wir alle Leistungen
auf die maximal abschaltbare
induktive Belastung SR beziehen,
von der Komponente SJl fp cos qJ
nur der Betrag <X SR f!, COS cp == D 0
neben der induktiven Kompo-
nente SJl f ,. sincp in Rechnung zu
stellen. Die geometrische
Zusammensetzung von DC
== <X ~rp cos cp und CB == SJl fp sin qJ
ergibt den Wert SJl == DB, der
für ~en betreffenden Schalter
eine Konstante ist und gleich-
zeitig die maximal abschalt-
bare rein induktive Belastung
darstellt. Aus der Abbildung
ergibt sich:
(242)
oder
N N,N - ------.--.- ..---~_::~~.- - (244)
(P- ~~OS2-q:;+~fn2-q; - V1 - (1- <x2) cos2cp ·
Da der Winkel D 0 B == 90 0 und das Verhältnis ~/?= !=~
. DO <X
ist, so bewegen sich die Punkte A und 0, wenn wir DB festhalten,
aber den Winkel cp veränderlich machen, auf zwei Kreisen, deren
Durchmesser DE und DB sich gleichfalls ,vie 1 - <X verhalten.
<X
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Sowohl die Abbildung wie die GI. (244) ergibt für
N
cp === 0: N(r == - == EB
l\-
(245)
Abb.62.
r~l
Halbachsen ~
l\
und N. Die obere Hälfte der Abb. 62 gilt für nacheilenden, die
untere für voreilenden Strom und der z,veite nicht dargestellte
Teil der Ellipse für cp > ± 90 0. In diesem Falle \virkt die Syn-
chronmaschine nicht als Generator, sondern als Motor oder
Phasenschieber.
Bei der Darstellung Abb. 61 ist angenommen, daß die beiden
Leistungen cX S)((r cos cp und S)(q sin cp geometrisch zusamluen-
gesetzt werden müssen. Diese Annahme ist zwar an sich plausibel,
ihre Richtigkeit müßte aber durch ,rersuche noch bestätigt werden.
oder
und für (jJ === 90°: N q ) == N == DB.
Gewöhnlich wird die maximale Schaltleistung in Voltampere
ohne Berücksichtigung des Phasenwinkels angegeben, wobei an
vorwiegend induktive Belastung gedacht wird ((p == 90°). Diese
Annahme ist nach obigem nur dann zulässig, wenn der Punkt A
in der Nähe von D liegt. Andernfalls ist AB > DB. Wenn
man daher die Leistung eines Schalters in Voltampere angibt,
so sollte man dabei immer
den Phasenwinkel zwischen
Kurzschlußstrom und Leer- N
laufspannung angeben. Zu
einer eindeutigen Bestim-
mung der Schaltleistung
ist ferner die Kenntnis
des Zahlenfaktors cX er-
forderlich.
In Abh. 62 ist ~(f{ als Funktion von (f! aufgetragen. Man er-
kennt, daß die Spitze von ~q sich auf einer Ellipse bewegt, ,vas
auch aus GI. (243) hervorgeht, wenn SJ((/ cos q) == x und S]((/ sin q: === y
gesetzt ,vird. Damit geht GI. (243) über in
N2 == cX 2 X 2 + y2
:(,2 y2
1 = (~)2 + N2"
Das ist aber die Gleichung einer Ellipse nlit den
Na tal i s, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 7
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b) Änderung der Leistungsaufnahme mehrerer Wider-
stände in verketteter Schaltung infolge Änderung
eines dieser Widerstände.
Abb.63.
CMiiif-_~---_-..MII~
Wir nehmen nach Abb. 63 und 63a ein Drehstromnetz ABO
an, welches durch drei Scheinwiderstände (Abb. 63a), deren Leit-
werte durch die Vektorverhältnisse 1 '" ~ mit der Bezugs-
@' Q;' Q;
A
einheit Q; = Be dargestellt werden,
im Stern belastet ist. Hierbei bildet
sich ein Knotenpunkt P, und an den
Widerständen treten die Spannungen
e, f, g auf. Die zugehörigen Ströme
i, 1, 1 sind der übersichtlichkeit hal-
ber in der Abbildung fortgelassen.
Wir nehmen nun an, daß der
Strom i ganz unterbrochen wird, ent-
sprechend j = 0 und der Verschiebung
des Knotenpunktes P nach Pz, und wollen die dabei auftretende
Änderung der Leistungsaufnahme bestimmen.
Die Spannungen für den zweiten Zustand bezeichnen wir mit
ez' fz, 9z
und die Ströme mit
Dann ist
11 (= 0), lz , lz ·
i=le; '" A@ f = i- f; l=~ g; i+f+l=O; (246)
11 = 0; x Afl = @ Tl; lz = ~gl; fl +11 = O. (247)
Bezeichnen wir schließlich noch die Leistungsaufnahnlen für die
beiden Zustände mit in bzw. inz. so ist
in = {e - i + f -f + g · l} , (248)
mz = {fz • lz + gl -lz} (249)
und die Änderung der Leistungsaufnahme :
9l-9lz ={e-i+f-f+g-l}-{fl-fz +gz -lz}. (250)
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Bei der Zustandsänderung· hat sich der Knotenpunkt P um den
Vektor ~ nach PI verschoben. Es ist daher
e==eI+~' f==fI+~' g==gI-+~· (251)
Setzen wir die Werte der GI. (251) in GI. (250) ein, so erhalten wir
in-inI == {(eI+~)· i+(fI+~)· f+(gI+ ~)·1- fI· fI - gI ·lI },
~ - inI == {eI· i}+{~· (i+ f +1)} + {fI· (f - fI)+ 91· (1- fl )}·
(252)
(252a)
(253)
(254)
(255)
Das zweite Glied der GI. (252a) ist gleich Null, da i + f + 1== 0 ist.
Ferner ist aber nach GI. (246), (247) und (251)
" Af - fI == @ ~, I - 11 == ~ ~
und nach GI. (247)
"fl+AgI==O, fl - A-==--;
91 "
da außerdem fI - g1 == ~ ist, so' wird
}l.
f/ == + .~-+;: ~, "g/ == - ~+-I Q; .
Setzen wir die Werte aus GI. (253) und (255) in GI. (252a) ein,
so erhalten wir
. {A " '" }l.}W-SJl]= {c[ot} + ~-+XQ;o Q; ~- u+-XQ;o Q;~ 0 (256)
Nunmehr transportieren wir in dem zweiten Klammerausdruck
A "die Vektorverhältnisse --------- bzw. .- auf die rechte Seite~ X+A "+A '
wobei wir nach Kap. F GI. (52) für die Zähler die Spiegelvektoren
A(x+Ä) bzw. x(x+Ä) einsetzen müssen. Zur Vereinfachung be-
zeichnen wir diese mit
bzw.
und erhalten
SJl- SR[ = {CI 0 i} + {Q; (r ~-ix-u' -;-i-I) ~}. (257)
Die zweite Klammer läßt sich nun noch bedeutend vereinfachen.
In Abb. 63a sind dargestellt ,,== OF, A== OD, x + A == OG
(das Dreieck BP/C der Abb. 63 ist nach GI. (254) dem Dreieck
OnG ähnlich) und die Spiegelvektoren ,,' == LF und A' == OH.
7*
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-x' ). = KL,
x+
wobei KL symmetrisch zu KO
in bezug auf F K liegt. Bezeich-
nen wir OL mit v, so ist
" ,)..
v == l'-- - x ------;-
x+l x +1..
o
--G
Wir haben nunmehr den Vektor l' x: 1 zu bilden, indem wir l'
" OF I . 1· . oder
. mit dem Vektorverhältnis x +-~I == OG rou tlP lZleren
6. HOK ähnlich 6. GOF konstruieren. Da nun OHFG ein
symmetrisches Trapez und FR 11 GO ist, so fällt K in die Ver-
längerung von FR, da der <i:-OHK == <r.lIOG = 1:-0GF ist.
tOK ist somit der gesuchte Vektor l'~. In gleicher "'Teise
"+1\,
wird der Vektor -x'~l konstruiert, indem -x' = FL mit
x +1\,
l
dem Vektorverhältnis multipliziert wird. Es ergibt sich
x+ldabei
Abb. 63a. ein gegebener, aus x und )..
leicht zu konstruierender ,rek-.
tor; v ist gleich der doppelten Höhe des aus x und l gebildeten
Dreiecks GFO und steht -L auf x + l. Aus der Abbildung
ist ferner abzulesen, daß
v == x - x' == l' - )..
ist. Wir erhalten schließlich:
W-Wf = {cf·i} +{a:.y ~}. (258)
Das erste Vektorprodukt der rechten Seite entspricht vollständig
der Leistungsänderung für unverkettete Stromkreise [GI. (240)],
die wir als das erste Leistungsgesetz bezeichnet haben; das z"teite
Vektorprodukt tritt für verkettete Stromzweige hinzu. In diesem
zweiten Glied können wir noch den Bezugsvektor ~ eliminieren,
indem wir das Vektorverhältnis 1.- unter Benutzung des Spiegel-Q;
vektors ~~ auf die linke Seite transportieren. Wir ethalten dann
sn - SR] == {e]. i} + {~~. v}. (259)
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Hierin ist !~ der Spiegelvektor von ! gegen ~. In Abb. 63a ist
sowohl ~ wie auch !~ eingetragen. Fällt!~ in die Richtung von v,
so stellt das zweite Glied lediglich eine (positive oder negative)
Wirkleistung dar; steht 6~ senkrecht zu v, so handelt es sich
um eine Blindleistung, bei geneigter Lage von ~~ zu v sind die
Komponenten von ~~ in der Richtung von v und senkrecht dazu
zu bilden, um den Anteil an Wirk- und Blindleistung zu ermitteln.
Haben schließlich x und Aund somit auch x + Agleiche Richtung,
so ist v und damit auch das zweite Vektorprodukt gleich Null.
Dieser Fall tritt unter anderem auch dann ein, wenn die Belastung
der beiden Stromzweige PB und PO (Abb. 63) induktionsfrei
oder rein induktiv ist.
Wird der erste Stromkreis nicht völlig unterbrochen, sondern
ändert sich der Strom nur von i auf i' bzw. die Spannung ~~
auf ~~, so verwandelt sich die GI. (258) in
W- W' = {eI· (i - i')} + {(~~ - ~~). v} (260)
oder für eine unendlich kleine Stromänderung
dW = {eIe di} + {d~~. v}. (260a)
Für induktionsfreie oder rein induktive Belastung der Strom-
zweige verschwindet auch hier das zweite Vektorprodukt in
GI. (260) und (260a), da hierbei v == 0 wird.
Vorstehend haben wir die Änderung der Leistungsaufnahme
für unverkettete und verkettete Stromkreise infolge der S t r 0 nl -
ä n der u n g (Widerstandsänderung) in einem Stromzweige unter-
sucht. Wir wollen nunmehr die Änderung der Leistungsaufnahlne
bei künstlicher Änderung der Spannung an den Strom-
zweigen ermitteln, wobei die Scheinwiderstände der Stromzweige
unverändert beibehalten werden.
Diese Aufgabe tritt bei der Verschiebung des Nullpunktes
einer Stromverzweigung, z. B. durch Anlegen einer Erdschluß-
spule, auf. Wir wollen hierbei zunächst den Fall 11 b für ver-
kettete Stromzweige berechnen und den Fall 11 a für unverkettete
Stromzweige als Sonderfall daraus ableiten.
c) Änderung der Leistungsaufnahme mehrerer' Wider-
stände in verketteter (unverketteter) Schaltung infolge
Änderung der Spannung an denselben.
Als Beispiel benutzen wir wieder ein in Sternschaltung be-
lastetes Drehstromnetz (Abb. 64). ~1' ~2' ~3 seien die verketteten
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ÄQ = C + d~; BQ = f + d~;
Die Ströme ändern sich dadurch in
,e+ d~t ---.. __ .
e '
Drehstromspannungen, c, f, 9 die Sternspannungen und i, f, 1
,die zugehörigen (in der Abbildung nicht dargestellten) Ströme
I der drei Stromzweige, deren Leitwerte durch die Vektorverhältnisse
i x Ai"' ~' @ gegeben werden. Es ist daher
· i ~ x f Ä . + *+ 1 0 (261)t=== ~ c; L=i"; 1= ~ g; t 1 =.
Ist von den drei Spannungen C, f, geine, z. B. C, bestimmt, so sind
damit auch die beiden anderen, fund g, gegeben, denn es ist
f = C - ~3' 9 = C + ~2 • (262)
Hiermit wird GI. (261)
. . i x ;~ ~
t + f +1= i- e + ~ (C - ~3) + lf (c -t- (f2) == (),
e=~~3-)~~2. (263)
1+ x + A
Die Konstruktion dieses Vektors wie auch die der übrigen (jrößen
wird später behandelt werden.
Wir werden aber nachfolgend noch eine andere Berechnungs-
weise mit Hilfe der Leistungsgesetze kennen lernen, die besonders
. bei komplizierteren Aufgaben, z. B. vTer-
kettungen mit mehreren Knotenpunkten,
leicht zum Ziele führt. Nach dieser Ab-
schweifung wollen wir die Leistungs-
aufnahme der Stromzweige bestimmen,
und zwar 1. für den Gleichge,vichts-
zustand und 2. für eine Störung des-
C B selben. Zu letzterem Zwecke denken
wir uns in Abb. 64 zwischen A und dem
Abb. 64. Sternpunkt Qeine Hilfsspannung e + b~
oder zwischen einem künstlichen Poten-
tialpunkt P und dem Knotenpunkt Qeine Spannung d~ gelegt, die
eine Verschiebung des Knotenpunktes P nach Q um den Betrag d~
zur Folge hat. Dadurch entstehen die neuen Sternspannungen
CQ=g+d~.
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(264)df === f d~ .f '
Während sich daher die Spannungen vektoriell um denselben
Betrag d~ ändern, ändern sich die Ströme um ungleiche Beträge,
nämlich um
di === i d~ ;
e
Die Summe der Ströme, die durch die Hilfsspannung d~ abge-
führt werden, ist:
(265)di +df + d{ = (+ +++ ~) d~ = t±~+~d~ = ~ d~,
worin ft === j + x + A gesetzt isto
Wenn Id!1 nach seinem Betrage als konstant angenommen
und nur die Richtung von d~ verändert wird, so hat der abge-
führte Strom, da i + x + A. === .!!... ein konstantes Vektorverhältnis
@ @
ist, eine konstante Größe, und seine Phasenverschiebung gegen d~
ist gleichfalls konstant. Das gleiche gilt auch für eine endliche
Verschiebung ~ 0
Bezeichnen wir nun die Leistungsaufnahme der drei Strom-
zweige im Gleichgewichtszustande mit 91, so ist
m==={eoi+f·f+gol}. (266)
Die Änderung dm bei einer Verschiebung des Knotenpunktes
um den Vektor d~ erhält man durch Differentiation der GI. (266)
sowohl nach den Spannungen ,vie nach den Ströluen:
d91=== {d~. (1+ f + I)} + {e· di+f· df + g. dl}=== dine+dmt, (267)
worin dWe die Leistungsänderung durch die Spannungsänderungen
und d 9'Ct die Leistungsänderung durch die Stromänderungen be-
deutet.
Da i + f + 1 === 0 ist, so ist das erste Glied stets gleich Null.
Daher ist
(268)
Diese Gleich u ng bez eich ne n ,vir als das zweite Leis tungs-
gesetz. Es brjugt zum Ausdruck, daß die partielle Derivierte
der Lristungsaufnahme nach der Spannung für einen Gleich-
gewichtszustand gleich Null ist.
104 Strolllverzwreigung lllit einelll Knotenpunkt.
(269)m={c·i+f·f+g·l}.
Mit Hilfe dieses zweiten Leistungsgesetzes lassen sich in gleicher
Weise wie nach den Kirchhoffschen Gesetzen [GI. (263)] die
Vektorgleichungen für einen oder mehrere Knotenpunkte er-
mitteln.
1. Ermittlung für einen Knotenpunkt (ein Freiheits-
grad). Als Beispiel benutzen wir das sternförmig belastete Dreh-
stromnetz Abb. 64. Die Leistungsaufnahme der drei Stromz,veige
ist:
Die in dieser Gleichung vorkommenden sechs Unbekannten
sind voneinander abhängig, wir können sie sämtlich durch
eine z. B. e, ausdrücken. Nach GI. (262) ist
f=e-~3; g=e+lf2
und nach GI. (261)
daher
(270)
Diese Gleichung differentiieren ,vir nach den links stehenden
Spannungsvektoren der einzelnen Produkte und lassen die Differen-
tiation nach den rechts stehenden Stromfaktoren unberücksichtigt.
Dann ist
woraus
X~3 - ;"~2e= -------- (272)i+x+,t
folgt. Das ist das gleiche Resultat, wie in GI. (263) mit Hilfe
des Kirchhoffschen Gesetzes entwickelt.
2. Ermittlung für zwei Knotenpunkte (zwei Freiheits-
grade). Als Beispiel benutzen wir eine nicht abgeglichene
Wheatstonesche Brücke (Abb. 65), welche in den Punkten A, B
durch die konstante Spannung ~ gespeist wird. Dadurch ent-
stehen in den fünf Stromkreisen die Spannungen
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und die Ströme
Diese zehn Unbekannten lassen sich als lineare Funktionen von
zwei derselben, z. B. el und e3 , darstellen, denn durch diese sind
die Potentialpunkte C und D eindeutig bestimmt. Wir erhalten
daher
A Cl == Cl , · il . dCI == deI'11 = ~-CI ,
C2 = ~ - e I , 12 = ~ (er - el ) , dC 2 == -dCI ,
e 3 = e 3 ,
• i3 dC 3 == dc 3 , (273)13 = ~-e3 ,
c 4 = ~ - C3 , 14 = i4 (er - es) . dC 4 == -dc3 ,~
C
· is ( )C5 = C3 - Cl' 15 == ~ C3 - Cl , dc5 ==dc3 -dc l ,
~( === {Cl • 11 + C2 • 12 + C3 • 13 + C4 • 14 + C5 • 1.5} , (274)
iTc - {.1 + (er - ). i2 (l! _ , ) +' . b ,
- Cl ~ Cl . Cl ~ Cl C3 ~ (3
B
+(er-es)' ~(~-es)+(eS-l\)'~(eS-el)}. (275)Abb.65.
Diese Gleichung haben wir nach den links stehenden Spannungs-
vektoren, welche sämtlich durch Cl und c3 ausgedrückt sind, zu
differentiieren. Die dabei entstehenden partiellen Differentiale
a'Rc aSJ(c
_I und --~--- sind gleich Null zu setzen, da inl ersten Falle e3 ,
U Cl U c3
im letzten Cl als konstant angenommen werden kann. Wir er-
halten daher
(276)
(277)
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(278)
(279)und
Aus GI. (276) und (277) entstehen die nachfolgenden beiden, in Cl
und es linearen Bestimmungsgleichungen :
(j~ + i2 + i5)el - i5 eS- j2~ == 0
i5el - Os + i4 + i5) es + j4~ == 0 ,
woraus sich
_ ~ i2 (ja + i4) + is (j2 + i4) (280)
e1- Ü1 + i2)ÜS + i4) + i501 + 12 + 13 + 14) ,
_ ~ i4 (iL+:j2) +j.'i(i2 + i4) (281 )
es - Ü1 + j2)(j3 + j4) + i5(h + b + js + j..)
ergibt.
Die Berechnung der übrigen Spannungen und Strölue soll
nicht weiter durchgeführt werden (vgI. 11. Teil), da es hier nur
darauf ankam, den Ansatz der Rechnung mit Hilfe des z\\'eiten
Leistungsgesetzes zu entwickeln.
Nach dieser Abschweifung kehren wir wieder zurück zu dpr
GI. (267):
dSR = {d~. (i + f + I)} + {e· di + f· df + g. d(} = dSJ1e + d9(i·
Wir hatten gefunden, daß das erste Glied, dSJ1e , die Leistungsände-
rung infolge der Spannungsänderung, stets gleich Null ist. Wir
wollen nunmehr das zweite Glied, die Leistungsänderung infolge
der Stromänderung näher untersuchen. Setzen wir die Werte für
di, df, dl aus GI. (264) in obige Gleichung ein, so erhalten ,vir:
(282)dSJ1t == {e.id~ + l' fd~+ 9.ld~}.
e f g
Vertauschen wir in den Zählern dieser Vektorprodukte e gegen d t, ,
f gegen d~ und g gegen d!, wobei wir nach GI. (50) die Spiegel-
vektoren e~, ft:, g~ von e, f, 9 gegen d! einführen müssen, so
erhalten wir:
d91t = {d~' (i ee' + flf + l~)} (283)
oder nach GI. (41) und (53):
d91I={d~'(i+fl; +lg;)e:}={d~.me:}={d~e.m}, (284
~{~tl = m= Const. (285)
d!e
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(286)
f, g, 6
m = i + fl:. + {gef g
d. h. von 6 unabhängiger Vektor, der sich
Die Konstruktion ist in Abb. 66 und 66a
die Spiegelbilder von
gegen e und
ein neuer konstanter,
leicht darstellen läßt.
durchgeführt.
In Abb. 66 sind außer den Spannungen e, f, g auch die zu-
gehörigen Ströme i, f, 1eingetragen. Zur Bildung des Vektors f fe
f
Hierin sind
A
Abb.66. Abb. 66a.
in GI. (286) ist f ohne Änderung seines Betrages um den Winkel 1:.
f(= 2 <1: f, e) zu verdrehen, wobei der im Nenner stehende Vektor (f)
an f anzulegen ist. Durch diese durch einen Kreisbogen ange-
deutete Verdrehung kommt f in die Lage D P = f k. In gleicher
f
Weise wird EP = 1~ konstruiert. Den Vektor 111 erhält man
g
dann durch den Linienzug PFGH gleich HP, ,vobei FP = i,
GF = EP = f gl' und HG == DP == f k geluacht ist. Der Vek-
g f
tor m wird nur bei induktionsfreier Belastung in allen drei Strom..
zweigen gleich Null, denn in diesem Falle bilden f kund 1 ge
f g
die Spipgelbilder von f bzw. I gegen eund geben mit i zusammen
den Wert Null.
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Bei der Entwicklung der GI. (286) haben wir den Vektor e
als veränderlich angenommen und dadurch einen neuen Vektor 111
erhalten. Ebenso hätten wir auch f bzw. g veränderlich annehmen
können und hätten dann einen neuen ,rektor n bz\v. ~1 erhalten.
Nach GI. (284) muß
{ c;r } { f~1 {d 9r }d~ • mlt = d~ · It Tf = ~ · p g'
m e f~.
-==---;;-,
n e~ T
sein oder
m~=n h =1J~;
e f 9
oder nach GI. (40) und (41)
m e
=-;
n cf
m
V
m C ßl:
c; 9
oder allgemein
m : n : +J = e : ef : eg = fe : f :To = ge : gf : 9 . (2S7)
Ferner muß Iml == Inl = I+JI sein.
Wird der Sternpunkt P nicht um einen unendlich kleinen,
sondern um einen endlichen Betrag, nämlich um den Spannungs-
vektor !, verschoben, so ist:
1)(. = {(e + ~) ·ie~ ~ +(f + ~) .ff~ ~ +(g + ~) .1 g; ~}
={e-i+f-f+g-l}+{!-(i+f+l)} (288)
+{e'i; +f·f f +g·1 ~}+{~·C +t+ ~)~}.
Das erste Glied ist gleich der Leistungsaufnahme 9l im Gleich-
gewichtszqstande, das zweite ist gleich Null, da i + f + 1= 0 ist.
Daher ist
9?~ - in = {e ·t1.- +f·f1.- +g·1 ~ }+{! -(i. +i +i) r} . (289)
e f 9 e f 9 v
Vertauschen wir im Zähler des ersten Vektorproduktes ! gegen e
bzw. f, g, wobei nach GI. (50) für e, f, 9 die Spiegelvektoren
e~, f~, g~ zu wählen sind, so erhalten wir:
I)(.-I)(={~.(i :·+fft+·I~)}+{~.(~+f+ ~)~}. (290)
(293)
(292)
(291)
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In dem ersten Glied dieser Gleichung kann in gleicher Weise
wie in GI. (283) und (284)
(i e~ + f .k + I g. ')
e f 9
durch
(1+ f ~ + 1J1!) !L == m ~~f 9 e c
ausgedrückt werden. Der zweite Faktor des z,,~eiten Gliedes kann
vereinfacht werden in
i +.!+.-!-=j+x+l=~
e f 9 (t ~ ,
worin ft = i + x + l ist. Dadurch erhält man
m {(. fege) e;r;} { /1-};I~. - ~ = 6" t + f T + Ig -: + 6"~ 6 ,
~r;-~= {6e"m} +{6" ~6}'
In denl zweiten Gliede können wir nach GI. (43) die beiden
Faktoren !:, !: durch !:l" !:l' ersetzen und erhalten
9,. -I), = Ü:C" m} + {~C" ~ ~c} = {~c. (m + ~ ~l')}' (Z!l4)
Ein Vergleich der GI. (284) und (294) zeigt, daß bei einer end-
lichen Verschiebung für die Änderung der Leistungsaufnahlne
noch das Vektorprodukt {~l'.l!- ~l'} hinzugekonlnlen ist.
~
Es ist nun von Interessp zu untersuchen, ""ie sich die Leistungs-
aufnahnle sowohl für
1. eine unendlich kleine Spannungsänderung d~: nach GI. (284)
wie auch für
2. eine endliche Änderung); nach GI. (294) verändert.
Ad 1. Da nach GI. (284) d9( === {d!l,·ltl} ist, so enthält d9(
nur dann lediglich eine Wirkleistung, \venn drl, dieselbe l~ichtung
hat wie m. Dieser Fall ist in Abb. 67 und die Wirkleistung
ReIhst durch das Rechteck PMI)E dargestellt. Aus der Rich-
tung d ~e läßt sich dann durch Spiegelung an c die Richtung
von d~ feststellen. Erfolgt die Spannungsverschiebung recht-
winklig zu ltt in der Richtung d t)c' so enthält d9( lediglich eine
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Blindleistung, welche sich durch das gleiche Rechteck P MDE
darstellen läßt. Zu d ~e erhält man durch Spiegelung an eden
Vektor d~. Es gibt daher zwei bevorzugte, aufeinander senkrecht
stehende Richtungen d ~ und d ~ .
A In der Richtung d!: ist die Än-
derung der Blindleistung, in der
Richtung d ~ die der "lirkleistung
gleich Null.
Ad 2. Wir wollen nUI1rnehr
dieselbe Untersuchung bei GI.
(294) für eine endliche Verschie-
bung des Punktes P vornehnlen
und den geonletrischen ()rt a] ler
Punkte aufsuchen, in dPIlPll die
Abb. 67. Änderung der Blindleistung gleich
Null ist (Abb. 68), und (' henso
die Kurve konstanter Wirkleistung bestimmen:
m~ - m= {~e · (m + ~ ~e)}
wird gleich Null einerseits für ~e = 0 entsprechend den1 Punkt
P (Abb.64 und 68), andererseits für m + ~ ~~ = 0 oder für
!~ = -m Cf • (295)
fl
Abb.68.
In diesem durch ~~ bestimmten singulären Punkt P (Abb.68)
ist also sowohl die Wirkleistung wie auch die Bl1ndleistung
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unverändert. Führen wir den durch GI. (295) ermittelten Wert
in GI. (294) ein, so können wir schreiben:
W, - W= {~e • (~e - ~~) ~}. (296)
Soll die Blindleistung dieses Vektorproduktes gleich Null sein,
so müssen die beiden Vektoren ~e und (~e - ~~) Il desselben gleiche
Richtung besitzen; es muß daher ~
( 1) Il _~e - ~e @ - lX 6e
. . · .. d 1· h Sk 1 ·t d M ß . h ·t 1 AmpseIn, worIn IX eIn veran er IC er a ar ml er a eIn el TV-it-
ist. Hieraus folgt 0
~e - ~~ lX@
--- = - (vgl. Punkt N, Abb. 68). (297)
~e Il
Dieses ist aber nach Abschnitt L, c) die Gleichung eines Kreises,
der durch P und PI geht und dessen Peripheriewinkel gleich
dem Winkel zwischen @ und Il ist.
Abb. 68 zeigt die einfache Konstruktion dieses Kreises.
P ...4 == -nl ist der bekannte, nach GI. (286) ermittelte Vektor,
PB u--~ == ~ das ebenfalls gegebene Vektorverhältnis. Dasselbe istPO (f
so eingezeichnet, daß PB = (11) mit PA == -111 zusammenfällt.
();
Aus -nl und - ,vird dann in bekannter V\tTeise der Vektor
Q; fl
P PI == - nl - == t:~ konstruiert. Zeichnet man nunmehr PD -LI)LI
Jl
und PID.l PPI , so ist PD der DurchInesser des gesuchten
Kreises, dessen Peripheriewinkel PI D P == (P, d. h. gleich denl
\Vinkel zwischen ~ und fl, ist. Für den wandernden Punkt N
dieses Kreises ergibt sich die Beziehung der GI. (297):
PI N 6e - ~~ LX ();
-== --==
P N 6C It
Der Kreis P PI D ist daher der geometrische Ort für alle Punkte
gleicher Blindleistung 9(6 == const, aber veränderlicher Wirk-
leistung 9(tu.
Verlängert man DPI bis DI , so ist der Kreis PP1DI Init
deIn Peripherie"rinkel 90 0 - Cf) der geonletrische Ort für alle
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Punkte gleicher Wirkleistung 91w == const. Die beiden Kreise
schneiden sich senkrecht 1 ) .
Obgleich die Leistungsaufnahme, und zwar sowohl die \V"irk-
leistung wie die Blindleistung, bei einer Verschiebung des
Punktes P nach PI die gleiche ist wie im Punkte P, so besteht
im Punkte P 1 keine zweite Gleichgewichtslage, da der bei der
Nullpunktverschiebung ! abgeführte Strom für den Punkt PI
keineswegs gleich Null ist. Es ist für eine beliebige Verschie-
bung ! nach GI. (265)
. (i I f 1) i + " + Ä _ I' .LJ t + J f + LJ {= e T T+g ~ = -- {t ~ - {t ~.'
~
Für den Punkt PI ist! =!1 das Spiegelbild von ~~ und !~ = - 1lI ,;
zu setzen. Daher muß die im Punkte Pl abgeführte I~eiHtl1n~
f 1 l-l 11 J 1 ft 1\ {l ( )\1~ ·~ ~ J== 1~e· ~ ~c1== ~c· - nt l
gleich der zusätzlichen Leistung {e· LI i + f· LI f + g · /Il} sein, die
in den Punkten A, B, C zugeführt wird. Der Punkt PI entspricht
daher einer labilen Lage, die nach Abschaltung der Spannung ~
nicht bestehen bleiben kann, wenngleich die Leistungsaufnahlue
für die Punkte PI und P die gleiche ist.
Vorstehend sind die geometrischen Orte konstanter Blind-
bzw. Wirkleistung, welche durch den Gleichgewichtspunkt P
gehen, ermittelt. Man kann aber weiterhin Kurven ermitteln,
die anderen konstanten Werten der Wirk- bzw. Blindleistung ent-
sprechen. Dadurch wird die ganze Ebene mit zwei Kurvenscharen
bedeckt, mit deren Hilfe man für jeden Wert der Spannungs-
verschiebung den Wert der Wirk- bzw. Blindleistung angeben
kann. Da der Punkt P nur auf zwei ganz bestimnlten Kurven
dieser beiden Scharen liegt, so ist es unpraktisch, bei der Be-
stimmung der Wirk- oder Blindleistung eines beliebigen Punktes
von dem Punkte P auszugehen, sondern einfacher, den Betrag
direkt zu ermitteln und konstant zu setzen.
1) Es ist noch zu beachten, daß !'e und !'~ die Spiegelbilder von!' und ~1
in bezug auf e sind. Die ganze Abb. 68 ist daher zum Schluß spiegelbildlich
zu e umzuklappen, um die wirklichen Verschiebungen!, und !l zu erhalten.
Abb. 69 a zeigt die richtige Lage der Kreise, wobei ein größerer Maßstab
gewählt wurde.
die Leitwerte der drei Stromzweige.
Geolnetrisehe Orte gleicher Wirkleistung.
Wir bezeichnen nach Abb. 69 und 69a wieder mit
~l , @2 , ~3 die Netzspannungen,
e, f , g die Sternspannungen,
i " l
~' es: , ~
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Abb. 69.
Jeden der letzteren denken wir uns durch z,vei parallelgeschaltete
Stromzweige ersetztl), einen induktionsfreien und einen rein
1) Es wäre naheliegend, die einzelnen Scheinwiderstände in je einen
Wirk· und Blindwiderstand zu zerlegen, welche hintereinandergeschaltet
sind. Das würde nach Abb. 69 b einer Zerlegung von i in j/ und i" entsprechen.
Na tal i B, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 8
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induktiven, so daß der erste nur Wirkleistung, der letzte nur
Blindleistung aufnimmt. Die Leitwerte dieser Ersatzstromz,veige
erhalten wir, indem wir die Vektoren i, ", Ä nach Abb. 69 in
die senkrechten Komponenten 11 j2' "1 "2' Ä1 Ä2 zerlegen; zu
h "1 At für die induktionsfreien Teile (298)
~' ~' ~
und i2 "2 Ä2 für die rein induktiven Teile. (299)~' ~' Q:
I I I
o 45 lKV
.::-1----'-_""'-----I.--.-I-_L-I--J._..l...-...1---L_1
o 50 /004
Abb.69a.
Die nachfolgende Rechnung vereinfacht sich aber erheblich, wenn die
Widerstände in Parallelschaltung, entsprechend einer Zerlegung von j in
. . ~ ~hund J2' angenommen werden. Die Widerstände -;- und -;- in Parallel-
h lt · d b 0 ohr 0 h 12ßC a ung Sin a er In I er WIrkung völlig gleichwertig zwei \Viderständen
~ d ~ 0 HO 0 d ~Y un j" In Interelnan erschaltung und auch einem \Viderstand T
mit verteiltem Wirk- und Blindwiderstand.
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/2
Abb.69b.
Die Vektorverhältnisse GI. (298) und (299) sind aber reine Skalare
mit der B . h ·t 1 Amp b 1 Blindamp d d· V k
ezugseln el 1 Volt zw. I Volt· , a le e-
toren i1' "1' Al mit Q; gleichgerichtet sind. Die Vektoren i2' "2' A2
stehen zwar 1- Q;, führt man aber einen um 90° gegen Q; ge-
drehten Bezugsvektor ~ statt Q; ein, so sind i2 , :I!2, A2 auch reine
Skalare. ~ t5' ~
Die Vorzeichen von i1' "1' Al werden im allgemeinen positiv
sein, da ein Widerstand Wirkleistung nur aufnimmt, aber nicht
abgibt. Nur wenn die Stromkreise trans-
formatorisch mit anderen Stromkreisen
verkettet sind oder wenn sie Teile von
Maschinenwicklungen sind, können sie
Wirkleistung abgeben. In diesem Falle
müssen die obigen Koeffizienten mit
negativem Vorzeichen eingesetzt werden.
Bei i2' "2' A2 sind dagegen die Vor-
zeichen stets zu beachten, je nachdem es sich um induktive (ent-
sprechend Abb. 69) oder kapazitive Belastung handelt.
In gleicher Weise zerlegen ",ir die (in der Abbildung nicht
dargestellten) Ströme
i==.:i e;~
in die Wirkströme
A
1== (5; 9 (300)
(301)
(303)
(304)
. it
11 ==.: ~ e;
und die Blindströme
· j2 f "2 .. I A2 (302)12 ==.: ~ e; 2 == ~ t; 2 == ~ 9 .
Dann ist die von den drei Zweigen aufgenomlnene Wirkleistung
. A
SJ(1 = l!. e2 + "1 f2 + -! g2 (Watt)Q; @ ~
und die Blindleistung
\,Rn = i2 e2+ X 2 f2 + ~~ g2 (Voltamp).
Q; ~ ~
Hierbei ist es nicht erforderlich, die Leistungen 9(1 bzw. 9'(11
als Vektorprodukte aufzufassen und in { }• Klamnlern zu setzen,
8*
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(308)
(307)oder
welche nur dann erforderlich sind, wenn Wirk- und Blindleistungen
in einer Gleichung zusammengefaßt werden sollen.
Wir wollen nachstehende Untersuchungen zunächst nur auf
die geometrischen Orte gleicher Wirkleistung erstrecken, da die
Orte gleicher Blindleistung sich offe!)bar lediglich durch '7er-
tauschung des Index 1 gegen den Index 2 ergeben.
Da nach GI. (262) f = e - ~3 und g == e + ~2 ist, so erhalten
wir für GI. (303), wenn wir gleichzeitig !tl == jl + %1 + ;~l setzPll:
~in[ == ile2 + "l(e - ~3)2 + AI(e + (t2)2 Jl (:W;j)
== /1'1 e2- 2 (Xl ~3 - )~1 G;2) e + (Xl ~~ + ;~l (t~),
CfmI = e2 _ 2 ("1 Cf:! - Al G:2) C+ "1 (g + Al G:~ .
PI /11 It 1
Das erste und dritte Glied dieser Gleichung ist ohne \veitprps als
, " ~2 + A (i~Skalar zu erkennen, da e2 und 1 :~ ~ ~ als Quadrate von
11'1
Vektoren Skalare mit der Maßeinheit 1 Volt 2 sind. Aher auch das
zweite Glied ist als Skalar aufzufassen, da nach deIn KosinuHsatz
2 Xl ~3 - Al ~2 _ 21 \ 1"1~3 -Al ~21 (%,1, ~,3 ;"lli2)e-----..-.- - e· · cos C,
PI PI PI
zu setzen ist. Da aber sowohl dieser Kosinus wie auch e un-
bekannt sind, so ist es erforderlich, dieses zweite Glied zu eliminieren,
wasdurchfolgende Substitution möglich ist. Wir wollen nach GI. (306)
die Wirkleistung in[ variieren und für jeden Wert von W1 den geo-
metrischen Ort des Spannungsvektors ebestimmen.Wir setzen daher
~m[ ')
== ri
/1'1
und das konstante Glied
"1 ~~ + Al ~~ 2
== Cl (61 u~d Cl in Volt gemessen);
PI
ferner "1 ~3 - Al ~2
---- == 1)1 1) (309)
PI
1) Von Interesse ist der ganz gleichartige Aufbau der FOl'lneln (263)
für den Vektor e und derjenigen für Ih und ~2 nach GI. (309)
e = "Q:a - i.Q:2 ; ~1 = "1Q:~- ;"1 Q:2 ; ~2 = "2Q:a - J·2Q:2 •
ft !lI 1'2
In Abb. 69 ist die Konstruktion von e1, ~I' 1)2 dargestellt und
e = 0,703 kV, lh = 0,824 kV, 1)2 = 0,445 kV
ermittelt. Diese Vektoren sind nach Abb. 69 a übertragen.
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(311a)
und e == 'f)1 + (Jl' (310)
worin 'f)1 und (Jl Spannungsvektoren sind. Dann verwandelt sich
GI. (306) in
rl=(21+!?1)2_2Ph+~1)~1+ci 9 2 .) .,} (311)
= 1)1 +2 Lh (Jl + (Ji - 2 'f);: - 21)1 (JI+ Ci = Cl - 'f)i + (Ji ,
~lI = 'i ~i = 'i (ci - ~i + ei),
(312)
GI. (312) ist eine quadratische Gleichung in Ql == e - ~1.
Sie ist eine skalare Kreisgleichung ; denn für einen bestimmten
Wert von !r ist zwar el nach seinem Betrage, nicht aber nach
seiner Richtung bestimmt, und alle Punkte eines mit lell als
Radius beschriebenen Kreises genügen der Gleichung. Der ge~
rings~e Wert von ~i, der einen reellen Wert von IeIl ergibt, ist
l;i min == ci -1)i . (313)
Diesem Wert, der (Jl == 0 ergibt, entspricht nach GI. (311 a) eine
geringste Leistungsaufnahme von
(314)
Für diesen Wert von 6imin bzw. S)c[O schrumpft daher der geo-
metrische Ort in einen durch den Vektor lh bestimmten Punkt Q
(Abb. 69a) zusammen, und für alle größeren Werte von 6~ sind
die geometrischen Orte gleicher Wirkleistung konzentrische
Kreise um Q. 61 min entspricht der geringsten Leistungsaufnahme,
denn für kleinere oder gar negative Werte von 6i ,vürde el nach
GI. (312) imaginär werden. !)urch den Vektor
Xl (S;3 - Al ~21h == AQ ==--------
Xl
ist der Punkt Q eindeutig bestimmt.
Wird die gleiche Untersuchung für die geolnetrischell ()rte
gleicher Blindleistung angestellt, so ergibt sich ein durch den
\Tektor ~ A (t
f)2 == AR == "2 3 - 2' 2 (315)
/l2
bestimlllter Punkt R, in dem die Blindleistung ein ~Iinimun)~
118 I' Geometrische Orte gleicher Blindleistung.
(318)
(317)
oder
,sn - P2 (C2 - 'h2) ist und alle Kurven konstanter Blindleistung~"'II0 - ~ 2 "')2 , ,
.sind konzentrische Kreise um R.
Es interessiert nun zu wissen, um welche Beträge J 9(1
bzw. L1~ll mit wachsendem (21 bzw. (22 die Wirk- bz,v. Blind-
leistung ansteigt oder umgekehrt, welche Spannungsverschiebun-
gen (21 bzw. (22 einer bestimmten Leistungszunahme J9CI (kW)
hzw. JSRII (kVA) entsprechen. Nach GI. (31Ia) und (314) ist
J~I = ~~lei (kW), }
\E (31ß)
Ll~ll= 'iQ~ (kVA)
V~'Jm-;~(21 = --~~-- (kV) ,/1 1
(22 =-V'Cl: AIJlIl (kV).
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Nach den für Abb.69a gewählten Maßstäben iRt (f == 1 kV,
PI = 129 Amp, P2 = 146 Amp, daher für
AilCI=O 5 10 20 30 40 50 60 kW,
(!1 = 0 0,197 0,278 0,394 0,482 0,557 0,623 0,682 kV,
AmIl = 0 5 10 20 30 40 50 60 k'TA,
(22 = 0 0,185 0,262 0,370 0,453 0,523 0,585 0,641 kV.
Die Kreise mit den hiernach berechneten Werten von (21 bzw. (22
sind in Abb. 69a eingetragen und außerdem für die durch den
Punkt P gehenden beiden Kreise die Werte JilC l zu 12,3 kW
bzw. J9Cll zu 10,4 kVA ermittelt.
Will man nicht nur die Leistungszunahme J SRl bzw. J 9(11
für einen beliebigen Punkt der Spannungsverschiebung, sondern
die gesamte Wirk- bzw. Blindleistung dafür ermitteln, so muß
man die Wirk- bzw. Blindleistungsaufnahme für die Punkte Q
bzw. R ermitteln und zu obigen Werten addieren.
Zu dem Zwecke ist der Betrag von Cl bzw. c2
I l -VXl~~ + Al~§Cl - -----,PI
l I -VX2~~ + A2~~C2 -
P2
zu bestimmen.
I-ll == 129,0 Amp;
112 ~ 145,5 Anlp,
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Für das in Abb. 69 und 69a dargestellte Beispiel ist
Q;2 = 1,187 kV; @3 == 1,202 kV;
"1 = 48,6 Anlp; Al == 55,0 Amp;
"2 == 41,0 Amp; A2 == 20,0 Amp;
Damit ergibt sich
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Cl == 1,07 kV; c2 == 0,775 kV
und nach GI. (311 a)
I-l 129fürdenPunktQ: 9110= ~l(ci-{)n= ·-1- (1,07~ -0,824~)=60,4kW,
R · m _1-l2( 2_1 2)_145,5(077 2 44h:2)- 90kVA";,, " . :Jl-Ilo- Q; c2 J2 --1- , 5 -0, 0 --5 , .
Wir haben durch Abb. 67 und 68 und GI. (284) mit Hilfe
einer Differentialbetrachtung nachgewiesen, daß sich die durch
den Punkt P gehenden Kreise konstanter Wirk- und Blindleistung
senkrecht schneiden. Nach Abb. 69a sind die Radien dieser Kreise
QP == e1 == e -1)1' RP == e2 == e -1)2'
worin
X(f3 - )~ ct2 (Xl + "2)ct3- (Al + }~2)ct2(' == ---------- === ~.~._ .._._.._---- -------_.~--_._- ,
I" PI + P2
h _ ~~_3 - A~~?lJI - ,
PI
"2~3 - A2~21)2 == --.---_._-----
P2
ist. Aus diesen Gleichungen können wir direkt ermitteln, daß
!?l -L e2 steht. Wir erhalten nämlich
C- {h = ("1 + "2)tra - (Al ±~).<!2 _ ~1~3 - Al~~
PI + P2 PI
1-l1 ("2Q;3 - A2@2) - fl~?~"1~3 - )~l~~)
(PI + P2)PI
C - {h = 1!1/t2112~ JllJl2 {h fl2((12 - 1h)
(PI + P2)1~1 PI + P2
und in gleicher Weise
C - 112 = IIJ1h_- {12l .
PI + I l 2
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Durch Division der letzten beiden Gleichungen erhält man:
e - 'fh el _ P2.
'1)2 - e = - (22 - !tI
PI und P2 stehen aber senkrecht aufeinander, daher auch Ql und (22·
Wir hätten daher von den drei Vektoren e'~1' 1)2 nur zwei zu
konstruieren brauchen, z. B. lh und 1)2' und hätten den Vektor e
dadurch bestimmen können, daß wir das Dreieck QPR (Abb. 69a)
~ 6P2' fil (Abb.69) über QR = 1)2 - Ih antragen, wodurch
der Punkt P und der Vektor AP == e bestimmt ist.
Durch die Schnittpunkte der beiden Kreisscharen ist nunlnehr
für jeden Punkt der Ebene die Wirk- und Blindleistung und
damit ihre geometrische Summe, d. h. die Gesamtleistung, be-
stimmt. Treffen in einem Knotenpunkt mehr als drei Ströme zu-
sammen, so sind die GI. (298) bis (309) entsprechend zu ergänzen.
I
I
I
I
><r\ I
--__ \\ I
--
--
Abb.70. Abb. 70a.
Für den einfachsten Fall einer Knotenpunktbildung, bei dem
nur zwei Ströme dem Knotenpunkt P zufließen (Abb. 70), d. h. bei
der (unverketteten) Hintereinanderschaltung zweier Widerstände,
die an einer Spannung ~ =AB liegen, vereinfachen sich GI. (309)
und (315) erheblich. In diesem Falle ist, wenn ~3 == (f und A= 0
gesetzt wird:
(319)91 = -;-_':~----~,
h +"'1
'1)2 = ~2_ ~ • (320)
12 + "'2
Da ~I und 1)2 proportional ~ sind, so liegen somit die beiden
Punkte Q und R, welche die gleiche Bedeutung wie in Abb. 69
la.
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haben, auf Q;. Um diese beiden Punkte zu finden, ist daher die
Strecke Q; im Verhältnis~ bzw. _':2_ zu teilen.
jl + Xl j2 + "2
Da il und Xl' von den oben erwähnten Ausnahmen abgesehen,
stets positiv sind, so liegt Qer Punkt Q stets zwischen A und B .
Der Punkt R liegt dagegen, wenn 0 <;~~~.- < 1 ist, zwischen
J2 + X 2 .
...4 und B, andernfalls aber links von A oder rechts von B.
Die Konstruktion des Gleichgewichtspunktes P, in dem sich
die beiden Kreise schneiden, ergibt sich aus der Ähnlichkeit der
Dreiecke PAB und x,O + x); da ; = ~ und e + f = Q; ist.
o. ,rergleich zwischen den Leistungsgesetzen für elektrisch und
den Arbeitsgesetzen für mechanisch verkettete SJ'steme.
Vorstehend sind zwei Leistungsgesetze für elektrisch verkettete
Systeme entwickelt, welche für unendlich kleine Zustandsände-
rungen lauten:
1. d SJ( == {eI· d i} + {d ~~ . l' } [GI. (260 a )] ,
2. d9( == d9Ce+d9ci== {d~· (1 + f+ 1)} + {d~e· nt} [GI.(268)u.(284)].
Für induktionsfreie Belastung entfallen die zweiten Glieder,
so daß hierfür gesetzt werden kann:
d {in}
---~~ii-- === CI,
d f'i)( \
2a. t"c-'===t+f+l==O.
dt.
Ga,nz ähnHche Gesetze sind in der Statik der Baukonstruktionen
von Castigliano über die Fornländerungsarbeit entwickelt und
haben hier sehr befruchtend gewirkt. Es ist daher lehrreich,
einen Vergleich zwischen diesen Gesetzen für zwei verschiedene,
in ihrem inneren Wesen aber ganz gleichartige, Gebiete zu ziehen.
Es ist allerdings zu beachten, daß es sich bei unseren Gesetzen
um Leistungs-, bei jenen um Arbeitsgrößen handelt. Dehnt man
aber die Leistungsaufnahme über die Zeiteinheit aus, so handelt
es sich in beiden Fällen um Arbeitsgrößen.
In der Statik der Baukonstruktionen unterscheidet man
statisch bestimmte und statisch unbestimJnte Systeme. Bei den
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ersteren sind die Beanspruchungen aller Glieder oder Teile un-
abhängig, bei den letzteren abhängig von der Formänderungs-
arbeit des Systems.
Castigliano hat nun,für statisch unbestimmte Systeme, die
im Brückenbau große Bedeutung hapen, zwei wichtige Lehrsätze
aufgestellt, welche nachstehend ins Gedächtnis zurückgerufen
werden mögen.
1. Wenn man die Durchbiegung eines Trägers an einer be-
liebigen Stelle bestimmen will, so denkt man sich an dieser Stelle
eine veränderliche Kraft P angreifend und stellt die gesalnte
Formänderungsarbeit A als Funktion von P auf. Dann ist die
Durchbiegung f
dA
f= dp·
2. Wenn man in einem statisch unbestimmten SYRtPlll die
überzähligen Stützendrücke X, Y, ... oder die Kräfte in den über-
zähligen Stäben U, V, ... oder die Einspannmoluentc MI' M2' ...
als unabhängige Veränderliche einführt und die gesalute Farnl-
änderungsarbeit A als Funktion derselben ermittelt, so ist:
BA BA BA BA DA oA
ax=O, oy=O ... ; au=O, av=O ... ; aM
1
=O'-OM
2
=O ...
Der Satz läßt sich daher auch aussprechen:
Die Formänderungsarbeit als Funktion der überzähligen Größen
wird ein Minimum. Aus obigen Gleichungen, deren Zahl gleich der
der unbestimmten Größen ist, lassen sich die letzteren berechnen.
Da die Formänderungsarbeiten proportional X 2 bzw. U2 und M 2.••
. d . d d' t AbI' BA aA aA . ISln ,so Sln le ers en eltungen - - _._- proportlona
ax' au' oM
X, U, M, und es ergeben sich daher bei n unbestimmten Größen
n lineare Gleichungen mit n Unbekannten. Jede einzelne Stab-
kraft läßt sich ebenfalls durch eine lineare Gleichung darstellen
von der Form
P = Po + a X + bY + cU + dV + eM1 + gM '2 •••
Die Konstante Po entspricht einer Stabkraft, welche entstehen
würde, wenn die statisch unbestimmten Kräfte zunächst entfernt
wären, und die Beiwerte a, b, C, ••• bezeichnet man als die Einfluß-
größen der unbestimmten Kräfte. Die Einflußgrößen entsprechen
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den zusätzlichen Stabkräften, welche entstehen, wenn man die
Einheitskräfte hz\v. -~omente
X==lkg, Y==lkg, U==lkg, Tl==lkg, Jl1 ==lcmkg, M2 ==lcmkg
einsetzt.
Die Aufstellung der Bedingungsgleichungen unter Benutzung
der Sätze von Castigliano über die Formänderungsarbeit stellt
sich als eine einfache, mehr mechanische, Arbeit dar.
Bei der Betrachtung der obigen beiden Sätze fällt es auf,
daß im ersten Fall der Differentialquotient dA eine endliche
dP
Größe, im zweiten Fall dagegen ~~ ... gleich Null ist. Der
Unterschied ist darauf zurückzuführen, daß es sich im ersten
Fall um eine äußere Kraft handelt, die durch die Bewegung ihres
Angriffspunktes eine äußere Arbeit leistet, während es sich im
zweiten Fall um innere Kräfte handelt, die stets paarweise auf-
treten (X und -X bzw. U und -U ...) und deren äußere Arbeit
daher gleich Null ist. Stellen wir nunmehr die entsprechenden
Gesetze einander gegenüber:
*=1, (1 a) dA- ==0dX- (2a)
(1 b)
für statisch unbestimmte Systeme,
dSJ(
di == CI, (2b)
für elektrische Systenle, so finden wir eine fast vollständige Analogie.
Setzt man in (1 a) statt der Kraft P den Strom i und statt
der Durchbiegung f die Leerlaufspannung CI (für i = 0), so geht
das eine Gesetz (1 a) in das andere (1 b) über.
Beim Vergleich des zweiten Gesetzes (2 a), (2 b) findet man aber
insofern einen Unterschied, als der Kraft .J:Y nicht ein Stron1 i,
sondern eine Spannung ~ entspricht. Offenbar rührt dieses davon
her, daß man zwar eine äußere Kraft P mit einem Strom i,
eine innere mechanische Spannung X, -X dagegen nur Illit
einer inneren Spannungsdifferenz d~ z"\vischen z"\vei Punkten, d. h.
mit einer Relativspannung, vergleichen kann.
Da die obigen, ihrem inneren ""resen nach zielnlich ver-
schiedenen, Gesetze sich ganz gleichartig aufbauen, so liegt die
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Schlußfolgerung nahe, daß alle Naturgesetze, die sich auf einen
Gleichgewichtszustand beziehen und ein Minimum der Leistung
bzw. Arbeit in mechanischen, hydraulischen, thermischen, chemi-
schen und elektrischen Systemen und ihren Kombinationen fest-
stellen, in ein alle diese Energief9rmen umfassendes allgemeines
Naturgesetz etwa folgenden Inhalts zusammengefaßt werden
können:
Bei allen möglichen Arbeits- bzw. Leistungsformen und ihren
Kombinationen, die einem Gleichgewichtszustand zustreben, ist
die potentielle Arbeit bzw. Leistungsaufnahme im Gleichgewichts-
zustande ein Minimum, wenn sie als Funktion der inneren
Kräfte oder Spannungen dargestellt wird.
11. Anwendungsbeispiele.
Die in deIn ersten Abschnitt entwickelten Gesetze sollen nun-
mehr auf eine Reihe der verschiedenartigsten Beispiele ange-
wendet werden. Das Gebiet der Elektrotechnik ist so vielseitig,
daß an den Ingenieur täglich neue Aufgaben herantreten; es ist
daher ausgeschlossen, für alle bekannten und noch zu erwartenden
Aufgaben Lösungen zu entwickeln. Wenn aber der Leser durch
die Durcharbeitung der nachstehenden Beispiele sich mit der
Anwendung des neuen Handwerkszeuges vertraut gemacht hat, so
wird ihm die Bearbeitung weiterer Aufgaben nicht schwer fallen.
Erleichtert wird diese Arbeit, wenn jede entwickelte Formel
sofort in ihre geometrische Form zeichnerisch umgewertet wird,
worauf an dieser Stelle nachdrücklichst hingewiesen werden möge.
Die mathelnatischen Zeichen gewinnen dadurch Form und In-
halt, und die Rechnung wird in ihrem ganzen Verlauf ständig
durch die Zeichnung kontrolliert. Vielfach ist es auch vorteil-
haft, die Aufgabe von vornherein als gelöst zu betrachten und
ein Diagramm für dieselbe zu entwerfen und aus diesem rück-
wärts die Bedingungen für die Lösung abzuleiten.
Die den Beispielen zugrunde liegenden Aufgaben sind so ein-
fach wie möglich gestaltet, um den Gang der Rechnung und
Konstrul{tion übersichtlich darzustellen. Es bleibt dem Leser un-
benommen, die Aufgaben zu er,veitern und z. B. bei der nach-
stehenden Aufgabe die Anzahl der Anzapfstellungen einer Speise-
leitung zu vergrößern. Das Grundsätzliche der Lösung bleibt
davon unberührt.
A. Berechnung einer Speiseleitung mit mehreren Anzapfungen,
deren letzte eine konstante Spannung abgeben soll.
Die Speiseleitung (Abb. 71) erstrecke sich von der Zentrale 0
a.us nach den Speisepunkten Bund A. In A ,vird ein Strom SI
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Abb.73.Abb.72.
f
/(1/
ABC
~1~40A iPI~·~-:::.5t.-OA-. ~
cos'!i=t!s g~COJ~=o,5
Abb. 71.
mit der gegebenen Phasenverschiebung f{J1 gegen ~ und in B
ein Strom S2 mit der Phasenverschiebung f{J2 gegen ~1 entnolumen.
Die Spannung ~ im Punkte A soll gegeben sein, und es sollen
die Spannungsverluste e1 im Abschnitt
BA und e2 in OB sowie die Spannungen
ct1 in B und ~2 in C ermittelt werden.
Für jeden der beiden Leitungsabschnitte
seien der Wirk- und Blindwiderstand
gegeben 1). Da die letzteren, konzentriert
gedacht, gleichsaminHinte re inan d e r-
schaltung liegen, wird man sich vor- Cl);/
teilhaft bei ihrer Darstellung der f•Werte, JfJ;/
d. h. ihrer Scheinwiderstände, und nicht p1/v-- 1J
der i-Werte (Leitwerte) bedienen. Der 0/ ~ ~
aus Wirk- und Blindwiderstand des Ab- (NI pI~
schnittes BA zusammengesetzte Schein- l.__ I-
E r
widerstand werde dargestellt durch das Vektorverhältnis k
So(Abb.72), worin ~o eine beliebig zu wählende Maßeinheit für den
Strom darstellt. Der Scheinwiderstand der Strecke OB sei in
1) Über ?ie Berechnung des induktiven und kapazitiven Wider-
standes von Leltungen, s. Siemens-Zeitschrift 1924, Heft 1, S.20; Bur ger:
Berechnung von Drehstrom-Kraftübertragungen.
(1)
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gleicher Weise durch das Vektorverhältnis k gegeben. Hierbei
So
sind fl und f2 nach dem Spannungsmaßstab und So nach dem
Strommaßstab zu messen.
Der Spannungsverlust el in dem Abschnitt BA ergibt sich zu
~ Tl
Cl == ".-h~
\50
und die Spannung im Speisepunkt B zu
Q;l == Q; + el • (2)
(3)
Um diese Gleichungen konstruktiv umzuwerten, tragen wir
zunächst in Abb.73 den Strom SI == AD unter dem gegebenen
Phasenwinkel qJl (COSqJl == 0,8) an die Spannung Q; == AO an.
Nach GI. (1) verhält sich ~ == k, daher muß das aus el und SISI So
zu konstruierende Dreieck DAG (Abb.73) dem Dreieck HOK
(.,A.bb. 72) ähnlich sein. Wir transportieren daher das letztere so
nach Abb. 73, daß OH === AE in die Richtung von SI == AD
fällt, AF === OK und<}: EAF === <9:HOK wird. Da das Vektor-
verhältnis k hierbei verdreht ist, so setzen wir die Bezeich-
~o
nungen AE == (So) und AF == (fl) (Abb. 73) in Klammern. Zieht
man nun DG 11 EF, so ist AG === el • Um die Spannung ~l === Cl + Q;
zu konstruieren, machen wir BA === AG unter Beibehaltung der
Richtung, dann ist BO === el + Q; == Q;l. Nunmehr wird an ~l
der Strom BM == S2 unter dem gegebenen Phasenwinkel
CP2 (COSqJ2 === 0,6) angetragen und BN === BM + MN == S2 + SI
konstruiert, indem MN parallel und gleich AD == SI gezeichnet
\vird.
Der Spannungsverlust in dem Abschnitt OB ist
( C\: + C\: ) T2c2 == \51 \52 ~.
\50
Zur Konstruktion desselben tragen wir in Abb.73 an SI + S2
das Dreieck HOL aus Abb. 72 gleich PBQ an und ziehen
lVR 11 PQ, dann ist BR == e2 • Schließlich wird e2 == BR nach
OB verschoben, wodurch sich 0;2 == 0;1 + e2 == CO ergibt.
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Es soll nunmehr die Berechnung auf ein praktisches Beispiel
angewendet werden, wobei die gleichen Abbildungen zugrunde
gelegt werden. Es sei gegeben:
01 === 60A,
02 === 50A,
COS ff\ === 0,8,
cos qJ2 === 0,6 .
Ferner für den Leitungsabschnitt
BA: der Wirkwiderstand R1 == 10!}, Blind\\riderstand (j) LI == 4 !1,
OB: " R 2 === 8!1, " (I) L:!. == :! !).
Wir legen zunächst in Abb. 72 den Maßstab für die Hpanl1ung
(1 kV) und denjenigen für den Stroln (100 A) fpst, )}ach denen
wir alle Spannungen und Ströme messen \vollen. Zur l)an.;telll1ng
der Wirk· und Blindwiderstände, für die kein MaßHtab vorhanden
. . . (/spannung) ..1st, benutzen WIr Vektorverhältnlsse- .~1· '.--- und )egpn fur
~troln I
den Nenner der verschiedenen Verhältnisse einen Ei)}heits~tr()nl,
z. B. 30 == 100 A, fest.
Stellen wir daher
BI durch ~1 === 10Q,
t\50
dar, so ist
"
~ === 8D;
t\50
roLl durch ~l = 4.Q,
rJo
L ~2 -_ 2 _r_)w 2 ~
rJo .
91 === 10· 100 = 1000 V = 1 kV,
8 ·100
92 = 1000 = 0,8 kV,
4 ·100
Ih === 1000 == 0,4 k\T,
_ 2 · 100 _ ') ~ T
1)2 - 1000 - 0,... I\.\ ,
wobei gl und g2 in Phase mit dem Strom ~o und Ih und lh 90°
voreilend gegen diesen darzustellen sind. Obige Spannungen sind
nun im Spannungsmaßstab abgemessen und in Abb.72 einge-
tragen. Das Vektorverhältnis ~ , das den Scheinwiderstand des
• t\50
Leitungszweiges BA (Abb. 71) darstellt, ergibt sich zu:
k = lh + ~l = ~+ 1h · (4)~o ~o ~() ..·~o ' h = 91 + ~l •
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und ebenso
Wir haben daher in Abb.72 91 und 91 geometrisch zusammen-
zusetzen und erhalten
fl === OK === 91 + 1h
f2 === 0 L == 92 + 1) 2 •
Wir haben bei der Durchführung der Rechnung von vorn-
herein mit f-Werten (Schein\\riderständen) gerechnet, da wir uns
den Wirk- und Blindwiderstand jedes Leitungsabschnittes kon-
zentriert und hintereinandergeschaltet vorgestellt haben und da
hierbei die Spannungsverluste in 91 und {h, d. h. die ihnen pro-
portionalen Vektoren gl und 1)1 einfach geometrisch zu addieren
sind (fl = gl + Ih)· Auf den letzteren Vorteil müssen wir ver-
zichten, wenn wir die Rechnung mit Scheinleit- (i-) Werten an-
gesetzt hätten. Um den Unterschied in der Benutzung der
f- und j-Werte recht klar darzustellen und den Leser von vorn-
herein vor Fehlern zu bewahren, die bei Benutzung ungeeigneter
Vektorverhältnisse - in unserem Falle der Scheinleit- oder
j-Werte - leicht unterlaufen können, wollen wir die Rechnung
auch mit diesen andeuten. 1
Wird für den Leitungsabschnitt BA nach Abb. 74 jf durch ~1
und -]- durch ~1 und der Scheinleitwert des ganzen Abschnitte~
(OLl ~o
durch h dargestellt und wählen wir Cl:o = 1 kV = 1000 V, so ist~o
1 __ -=1.. X == lO?~.~ === 100 A .
10Q - 1000 V ' 1 10 [] ,
1 Al. _ 1000 V _ h. A
4 !J === 100Ü·V ' Al - -4[)---·_- - 200 .
Xl ist in Phase mit ~o und Al 90 0 nacheilend.
In Abb.75 ist Q;o === lkV == OS, inl Spannungsmaßstab ge-
nlcsscn, und Xl == 100 A == OT, Al == 250 A === OU, im Strolll-
maßstab gemessen, aufgetragen. Die Berechnung von il ergibt
sich aus der Beziehung
1 1 1 . Xl Al
-:-== -+-; J --- (5)h Xl Al 1 - Xl + }~l •
Da Xl und Al aufeinander senkrecht stehen, so ergibt sich nach
Abb. 17 b folgende einfache Konstruktion für j1: Man verbindet
N at a li s , Gleich- und \Vechselstromsysteme. 2. AufI. 9
130 Speiseleitung mit gegebener Endspannung.
T mit U und konstruiert OV 1- TU, dann ist OV der gesuchte
Vektor i1 • Da nun
it ~o
~o ="h
sein muß . so müssen auch die Dreiecke KOH (Abb.72) und
BOV (Abb.75) ähnlich sein, wie die Zeichnungen zeigen. In
gleicher Weise ist auch der Vektor i2 zu bestimmen.
1J~--:A~-:.:2~~o~A:!..- ----,
Abb.74. Abb.75.
Der Spannungsabfall e1 (Abb. 7~) ergibt sich aus der Gleichung
e1 lto . _ ~ a;o (6)~ = -:- , e1 - :\.51-:-~l Jl 11
und ebenso c;;-y!-~ = ~o ; c2= (~1 + ~2) ~o • (7)~l + ~2 12 12
Die Konstruktion (Abb. 73) wird daher durch die Benutzung der
• ~o ~o f1 f2 • hVektorverhältnIsse -j, bzw. -;- an Stelle von ~ bzw. "-, nlC t
1 J2 '00 "\~o
verändert, da ein Vektorverhältnis unverändert bleibt, ,\\l'enn man
Zähler und Nenner im gleichen Maße vergrößert.
Nachdem die Darstellung der i- und f-Werte aus ihren Kom-
ponenten und deren Berechnung in dem vorliegenden Beispiel
ausführlich behandelt ist, soll in den späteren Beispielen, um
Wiederholungen zu vermeiden, angenommen werden, daß die
Scheinwiderstände oder Scheinleitwerte der einzelnen Stromzweige
durch ihre Vektorverhältnisse gegeben sind.
Abb. 73 läßt erkennen, daß die Zentralenspannung ~2 unter den
gegebenen Verhältnissen den Speisepunktsspannungen ~1 und ~
gegenüber nacheilt. Die Begründung liegt darin, daß die Phasen-
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verschiebungen der Leitungsabschnitte AB: 1. und BC: k ge-
So ~o
ringer sind als die Phasenwinkel der Ströme .31 gegen ~ bzw. (.31+~2)
gegen 0;1. Durch eine Leitung mit verhältnismäßig geringer
Induktivität wird daher die Phasenverschiebung des Gesamt-
stromes gegen die Zentralenspannung verringert.
B. Näherungsverfahren zur Berechnung einer Speiseleitung
ßlit mehreren Anzapfungen.
Bei den1 in Abb. 73 dargestellten Beispiel ist der Spannungs-
verlust IeIl und Ie2 1etwa 16% bzw. 29% von IQ; I· In der
Praxis wird man so große Spannungsverluste kaum zulassen,
daher werden e1 , e2 im Verhältnis zu Q; in der Regel viel kleiner
ausfallen und die Punkte B, C sehr nahe an A heranrücken.
Man kann daher näherungsweise annehmen, daß @1 und @2
parallel ~ verlaufen. Unter dieser Annahme kann ~2 von vorn-
herein an die Richtung von Q; statt Q;1 unter dem Winkel lfJ2
angetragen werden, bevor e1 und damit Q;1 ermittelt sind. Dieses
ist in Abb. 7ß geschehen, \VO ,SI und ~2 unter ihren Phasen-
winkeln q'] bz\v. qJ 2 an ~ == ...40 angelegt sind und aus S\ und ~2
durch geoll1etrische Addition ~1 + J2 gebildet ist. Der Span-
nungsverlust ei ist nach GI. (1) (eI = SI ~J in gleicher Weise
\vie in Abb. 73 konstruiert, ebenso ist ('2 nach Gl. (:~)
e2 = (~1 + ~2) J~ == L1R ermittelt und nach OB transportiert.00
Die Zeichnung ergibt nahezu den gleichen Wert für ('2 \vie die
Abb.73. Die Spannungsdifferenz 1Q;11-1~1 erhält man durch
}lrojektion AB auf AO gleich B1A und die Spannungsdifferenz
jG:2 ! -I(ll gleich G1A.
Die Zeichnung ergibt für
Ilr11-IQ;I == 14% von I@\ statt 160/0
und lQ;21 - I@I == 190/0 von I@! statt 220/0·
Für praktische Verhältnisse, wobei die Spannungsdifferenz
z\vischen 5 und 10~/o liegt, wird das Resultat natürlich viel günstiger
\verden. Außerdem wird die Konstruktion genauer, ,veil man den
Spannungsmaßstab größer wählen kann (~, ~1' (t2 brauchen nicht,
in voller Größe aufgetragen zu werden).
9*
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Von besonderem Vorteil wird das Näherungsverfahren, wenn
dieSpannungQ;2 in der Zentrale als konstant angenommen
wird und e2 und e1 berechnet werden sollen. In diesem Falle be-
rechnet man nach GI. (3) bzw. (1) e2
C bzw. e1 und erhält
~l == ~2 - e2 und a; == ~l - e1 •
Eine genaue Berechnung der-
selben Aufgabe bereitet, wie das
nächste Beispiel zeigt, schon für
einen Speisepunkt gewisse Schwie-
rigkeiten, die sich bei der Annahnle
mehrerer Anzapfstellen so häufen,
daß man vorteilhafter nach Abb. 73
zunächst die Spannung A.O des
letzten Speisepunktes schätzt und
den Linienzug ABC hierfür konstru-
iert und sodann für größere oder
kleinere Werte von OA die Linien-
züge A'B'C', A"B"C", ... kon-
struiert. Dadurch entsteht ein geo-
metrischer Ort für CC'C" ..., auf
fr? dem man einen Punkt C~ so wählen(;)2
kann, daß OC"{; gleich der gegebenen
Spannung ~2 ist.
Of ~
Abb.76.
o
c. BerechnlIng einer Speiseleitung,
der eine gegebene Leistung lInter
einer bestimmten Phasenverschie-
bung entnommen wird, bei ge-
gebener ZentralenspannlIng.
Nach der Aufgabe ist gegeben:
die Zentralenspannung ~ == OA
(Abb.77) (beispielsweise 6 kV) und die an dem Speisepunkt ent-
nommene Wirkleistung inw (beispielsweise 300 kW) und die
Phasenverschiebung qJl des Stromes SI == BQ gegen die Span.
nung ~l == BA am Speisepunkt B (in der Darstellung ist die
Phasenverschiebung qJI' um die Zeichnung übersichtlich zu ge-
stalten, sehr groß gewählt und COSqJl == 0,25 angenommen).
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Wir benutzen bei der Entwicklung den Begriff des Vektor-
produktes, da uns dieses in schnellster Weise zur Lösung führt.
Die dem Speisepunkt entnommene Gesamtleistung wird aus-
gedrückt durch das Vektorprodukt
9C = {~1· SI} = {BA· BQ}.
L
---~+-T----Jr---t---+---+---------=-.:-~~=-..:=~IV
Abb.77.
Da in dieser Gleichung sowohl @1 wie ~I' wenngleich sie vonein-
ander abhängig sind, unbekannt sind, so drücken wir die Gesamt-
leistung zunächst durch ein anderes Vektorprodukt aus, bei dem
heide Faktoren von vornherein zu bestimmen sind. Wir denken
uns daher, daß die Gesamtleistung nicht im Speisepunkt, sondern
in der Zentrale selbst entnolnluen und durch ein Vektorprodukt
9C == {Q; •S} == {OA · OO} dargestellt ist. Die in der Gesamt-
leistung m enthaltene Wirkleistung intu == (0: · 0tu) ist gegeben
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(3)
(2)
(1)
~ - e il.
'\51 - ""I (fo'
_ ~ ~o.
e1 - "-SI -;- ,Jl
{Q;1 • SI} === {~ •S'} .
200
250
150
2
KV
o
(z. B. 300 kW) und daher auch ~ = ml~ = 300 kW = 50 Am Q; 6 kV
bekannt. Wir tragen daher Sm=== OD, im Strommaßstab (Abb. 77 a)
gemessen; in der Richtung Q; auf. Um S zu finden, tragen wir
den gegebenen W,inkel. CPl === DOO an und ziehen DO ~ OD,
dann ist 00 === S, der zweite Faktor des Vektorproduktes {~. S'},
bestimmt. Schließlich sei noch der Scheinleitwert der Speise-
leitung durch das Vektorverhältnis 1.. (Abb. 77 a) gegeben. In~o
dem Beispiel ist ~o === 2 kV angenommen. Ist
Amp nun e1 === OB der gesuchte Spannungsverlust
o in der Speiseleitung, (!1:::=: BA die Spannung
50 am Speisepunkt, so können wir folgende Be-
tOO dingungsgleichungen aufstellen:
Q; === ~1 + e1;
In die letzte Gleichung setzen wir den Wert
von SI aus GI. (2) ein und erhalten:
5 {~l·el~J={a;·m. (4)
6
Abb. 77a.
Diese Vektorproduktgleichung verwandeln
wir nach den im Abschnitt G, GI. (66) ge-
gebenen Regeln in eine Kreuzproduktgleichung ,
wobei statt des Vektors ~1 der Spiegelvektor
~IQ: = B'A === OB (Spiegelung von ~1 an ~) zu verwenden ist,
und erhalten
(;l;l(l; • e1~o = (;l; •~. (5)
Wir bringen nunmehr alle bekannten Vektoren auf die rechte
Seite und verwandeln das Kreuzprodukt der rechten Seite in das
Quadrat eines Vektors 9 (Dimension : Spannung):
(;l;l@: •e1= (;l; •~ ~o = 132. (6)
h
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In Abb. 77 ist der Spannungsvektor .s ~o == OF konstruiert,
h
indem das Dreieck COF ähnlich dem aus il und 0:0 gebildeten
Dreieck in Abb. 77 a gemacht ist. Nach Abschnitt J, Abb. 37
liegt nun der Vektor 9 in der Richtung der Winkelhalbierenden 0 G
des Winkels FOA, und sein Betrag ist
Igl = oa = VIQ;I·ls~101 = yOA · OF
Diesen Betrag von Igl kann man entweder nach Abb. 37 kon-
struktiv oder einfacher mit dem Rechenschieber ermitteln.
In GI. (6) kommt noch der Spiegelvektor @l~ von Q;l vor.
Dieser ergibt sich unter der Annahme, daß el und Q;l gefunden
sind, als die zweite Diagonale OH in dem Trapez OBHA. Die
Eckpunkte des letzteren liegen auf einem um M beschriebenen
Kreise mit dem auf der Mitte von OA -L stehenden Radius
KM, dessen Größe noch zu bestimmen ist. Nach GI. (6) ist
el g
g=~~'
daher ist
<}:el,g=<J::g,ctl~' cl.h. ~BOG==.g:GOH.
Da nun BH 11 OA ist, so sind die Kreisbogen BK und KH gleich
groß, die Winkelhalbierende g von el und Q:l~ muß daher luit
der Richtung OK zusammenfallen, und K ist der Schnittpunkt
der Verlängerung von g mit der Mittelsenkrechten MK von OA.
Durch die Punkte OKA ist aber der Kreis um M, und damit
sein Mittelpunkt M, eindeutig bestimmt. Es ist nun noch ein
zweiter geometrischer Ort für die Punkte Bund H zu konstruieren.
Dieser ergibt sich aus der Beziehung
und ist durch einen um den Punkt N mit dem Radius GN be-
schriebenen Kreis gegeben. Da nämlich ON -.L GOL ist, so ist
OL==OG=lg\ und OP=OB=lc1 !
und daher HO · OP == GO · OL
oder 1Q;1~!·lell == Inl·ln!·
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B ist somit der gesuchte Punkt, durch dessen Konstruktion e1
und @l gefunden sind. Die Konstruktion zeigt aber noch eine
weitere interessante Erscheinung. Die beiden Kreise schneiden
sich außer in B noch in H. Dadurch entsteht eine zweite Lösung
für die Aufgabe, bei der der Spannungsverlust OB in der Speise-
leitung und die Speisepunktsspannung HA auftritt. Die~e Lösung
entspricht aber einem labilen Zustande. Bei einer geringen Ent-
lastung des Speisepunktes würde der Punkt H nach B und bei
einer Mehrbelastung nach A wandern.
Schließlich ist noch ~l zu konstruieren, indem <}:: ABQ = qJt
I @II~I .und I~ll =~ oder ~l = et h gemacht wird.
I@l\ @o
Es soll nachstehend die Reihenfolge der Konstruktionen noch-
mals kurz zusammengefaßt werden: Gegeben ist @ == 0 A ,
3 = 00 und )1 (Abb.77 und 77 a). Es sind zu ermitteln
3 ~o = OF, di~o Winkelhalbierende OK aus 3 ~o = OF und
h h
Q; = OA; auf dieser ist abzutragen der Wert IgI= 1/~13 ~o I
--- V h
= -yOA •OF. Sodann ist ein Kreis durch OKA und ein zweiter
mit dem Radius GN zu beschreiben. Die Schnittpunkte der
beiden Kreise B (und H) ergeben das Potential im Speisepunkt,
d. h. die Spannungen e1 == OB und @l == BA. Schließlich wird
1311 = 1~~~fJ = BQ unter dem Winkel CfJ1 an BA angetragen
oder 31 = e1-.b- = BQ konstruiert. Bei der Aufgabe ist Ein-
@o
phasenstrom zugrunde gelegt. Für Drehstrom würde lediglich der
Faktor y3- bei der Bestimmung der Leistung zu berücksichtigen
sein.
Abb.77 gibt noch Aufschluß über die naheliegende Frage,
welche größte Leistung mit einer gegebenen Leitung bei der
gegebenen Phasenverschiebung fPl übertragen werden kann.
Dieser Fall tritt dann ein, wenn der Kreis um N den Kreis um M
im Punkt K berührt, d. h. wenn G nach K vorrückt. Nun war
nach GI. (6) Q;. 3 ~o = OA· OF = g2 oder /:" OAG (Xl /:" OGF,
h
daher <;:'OAG == <;:'OGF. Schreitet nun der Punkt G nach K
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(Abb.78a) .
und entsprechend der Punkt F auf dem Strahl OF nach F I vor
und soll <;:'OAK = <rOKF1 sein, so braucht man, um F I zu
finden, nur KF1 I1 AO zu ziehen, dann erhält man in OFI den
Vektor ~max ~o • Zieht man schließlich C1F 1 11 CF, so erhält manh
in 001 den gesuchten Vektor .smax. Die maximal übertragbare
Gesamtleistung ist 9'lmax = {Q; •.smax} und 9'ltu max = (J; • 0max cos ({JI •
D. Berechnung einer Ringleitung, Näherungsverfahren.
Von einer Zentrale 0 (Abb.78), in der eine konstante Span-
nung @ unterhalten wird, geht eine Ringleitung aus über die
Speisepunkte A, B, in denen die Ströme SI und .32 unter den
Phasenwinkeln qJI bzw. qJ2 entnommen werden. Die Scheinwider-
stände der Leitungszweige
OA, AB, Ba
seien dargestellt durch die Vektorverhältnisse
fI f2 f3
.so ' 30 ' .so
\Vegen der Hintereinanderschaltung der drei Stromz,,~eige soll
mit Scheinwiderständen (f-Werten) und nicht mit Scheinleit-
werten (j -Werten) gerechnet werden. Die zu berechnenden
Spannungsdifferenzen in den drei Leitungsabschnitten sind be-
zeichnet mit el , e2 , e3 (wobei einheitliche Pfeilrichtungen ent-
gegen dem Uhrzeigersinne angenommen sind) und die Span-
nungen in den Speisepunkten A bzw. B mit (gl bzw. ~2. Dabei
ist angenommen, daß die Beträge der Vektoren eI , e2' e3 so klein
gegenüber denen von ~, Q;I' ~2 sind, daß die tatsächlichen Phasen-
verschiebungen zwischen ~l' @2 und ~ vernachlässigt und ~1' (f2
parallel @ angenommen werden können. ~, ~l' @2 sind daher
abgebrochen dargestellt.
In dem Punkte 0 wird dem Ring die geolnetrische SUllllUe
der Ströme .sI + S2 zugeführt. Es ist aber zunächst unbekannt,
wie diese sich auf die beiden Leitungszweige 0 ..:4 und (}B ver-
teilt. Ebenso sind die Spannungsdifferenzen el , e2 , Cs unbekannt,
ihre Summe muß jedoch gleich Null sein.
Wir führen nun als weitere Unbekannte den Teilstrolll S~ im
Leitungszweig 0 A ein und versuchen die Spannungen eI , e2 , e3
als Funktion einer einzigen von ihnen, z. B. Cl' darzustellen.
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x-Z-lJ·tf
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Abb.78.
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Abb.78a.
.4mp Ktl 0
100
Die Ringströme in den Abschnitten AB und BC1 ergeben
sich zu (S~ - SI) bzw. (S~ - SI - 32)· Als Pfeilrichtungen für
sie benutzen wir die gleichen wie für die Spannungen Cl' C2 ' c3 •
C 0
Diese Pfeile sind nicht als Richtungspfeile für die Energie oder
als Phasen für die Ströme zu betrachten, sondern lediglich als
Zählpfeile. Nach den gewählten Bezeichnungen ist:
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~ So
'\.h: == Clh'
(\. (\.' 30
0 6 - t\jl == e2 -f '
2
('! ~ ~ So
t\5'6 - '\.h - '\52 == ('3 f;'
(1)
(2)
(3)
(9)
(4)
(5)
(10)
(7)
(8)
(6)
woraus sich ergibt:
ty _ ~ (eI e2)
'\51 - ",-So h - 1; ,
''"': + C\J ~ (eI e3)~1 rt5'2 == ~o h - 1" '
e2 == f2 (eI - ~I) = e)~ - 3112 ,
f1.vO f1 "-50
e = f (eI - ~1 + ~2) = ek _ (O! + 0:' ) k
3 3 f 0:' 1 f ' "-51 ~2~.'
1 \Jo 1 "'-~o
Cl + e2 + C3 == 0
und mit GI. (6) und (7):
e + ek+ eh=e f~-t.f2-t_t3 = C\ h+(C" +0:') h
1 1 f 1 f 1 f \51 C\ '\..h 02 0:' '
1 I 1 '\..~o 00
e = 3 k __f!-~+ (3 + ~ )f3 11___
1 1.s0 fI + f2 + fSI'\.. 2 So f1 + f2 + f3 •
Bildet man aus GI. (10), (6) und (7) die Summe el + ('2 + C3 ,
so muß diese, wie die Probe zeigt, gleich Null werden.
Nach GI. (10), (6), (7) und (1), (2), (3) können nunmehr
e1 , e2 , es und die Ringströme Sl' (~~ - SI)' (Sl - .sI - S:2)
konstruiert werden.
In Abb. 78a sind zunächst die Maßstäbe für Strom und Span-
nung festgelegt und die gegebenen Spannungsvektoren fl' f2' f3
und ihre Phasenverschiebungen gegen den Einheitsstrom So, der
beispielsweise gleich 50 A angenommen ist, eingetragen und die
geometrische Summe fl + f2 + f3 konstruiert.
In Abb. 78 sind die gegebenen Strölne SI (60 A) und 32 (80 A)
unter ihren Phasenwinkeln qyl (COS({JI == 0,6) bzw. q)2 (cosq)2 == 0,8)
gegen die Spannung ~ eingezeichnet und die geometrische Summe
~1 + S2 == CV konstruiert, welche der Ringleitung im Punkte C
zufließt.
140 Berechnung einer Ringleitung.
Nach GI. (10) ist
~ f2 fI +(~ +~)h. fl
e] == .\51 ~o f1+ f2+ T3 ~1 ~2 ~o Tl + T2+ f3
die Summe von zwei Vektoren, die nunmehr nach Abb. 78b und c
zu konstruieren sind. Zu dem Zweck ist in Abb. 78b an ~I das
f:::,DOFfX)f:::,~o,f2 (Abb.78a) angetragen, wodurch OF=~112
.\50
wird. Weiter wird an OF das ~ FOG e-v ~(f1 + f2 + fs), f1
(Abb. 78a) angetragen, wodurch der Vektor OG = ~1k f ffl_fSo 1+ 2 + s
gefunden ist. In Abb. 78c ist an ~1 + 32 = OH das ~ HOK e-v 6 So,fs
(Abb.78a) angetragen, wodurch sich OK = <01 + ~2).h ergibt.~o
An OK ist weiterhin das ~KOLe-v~f1,(f1+f2+fs) ange-
tragen, wodurch OL = (~1+ ~2).h ft gefunden wird.
So f1 + f2 + fs
Sodann wird aus Abb.78b OG gleich und parallel nach LM
übertragen, wodurch sich OM = OL + LM == e1 ergibt. In
~
derselben Abb.78c ist ferner noch der Strom S~= e1 .\50 = ONfl
nach Gl. (1) konstruiert, indem 6. MON e-v L fl' ~o (Abb.78a)
angetragen ist. Die Linie H N gibt dann gleichzeitig den Vektor
S~ - (31 + S2)' d. i. der Strom, welcher in dem Ring von B
nach 0 fließt. Da aber S~ - (31 - S2) der Spannung eI entgegen-
gerichtet ist, so fließt tatsächlich der Strom ~i)= ~I+32- ~~= NH
von 0 nach B.
In Abb.78d ist schließlich nach GI. (6) e2 = e)! - ~1~fl ~o
konstruiert. Zu dem Zweck ist an OQ = eI (aus Abb. 78c über-
tragen) das ~QORCX)6.fl' f2 (Abb.78b) angetragen, wodurch
OR = e1k gefunden wird. Ferner ist an OS = ~1 das f:::,SOT ""So, f2
Tl f
angetragen, wodurch OT == SI; entsteht. Dann ist T R der
\50
gesuchte Vektor e,,==eIk - ~lk. Die Vektoren e == OM e ==TR
... f 'V~ l' 2 '
I ~o
S~= ON und SI + S2 - S~ == St) == NH werden schließlich nach
Abb.78 übertragen, wodurch CA == eI und AB == e2 , Be == e3 ,
CU = S~ und UV == St) gefunden sind.
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E. Berechnung von Stromverz"Teigungen ßlit einem
Knotenpunkt.
a) Zwei Scheinwiderstände in Hintereinanderschaltung
an konstanter Spannung (Abb.79).
Die Spannung sei bezeichnet mit @, und die beiden Schein-
widerstände seien gegeben durch die Vektorverhältnisse h bzw. k.
o ~
Wegen der Hintereinanderschaltung der Widerstände wird mit
f-Werten und nicht mit i-Werten gerechnet.
Es sollen nun folgende Untersuchungen angestellt werden:
I. Berechnung und Konstruktion der Teilspannungen Cl und c2
an den heiden Widerständen;
2. Ermittlung des Stromes i, der durch die
beiden Widerstände fließt;
3. der geometrische Ort für Cl bzw. C2, wenn fI Cf
linear veränderlich gemacht wird, während f2 und
der Phasenwinkel qJ zwischen fl und f2 konstant
bleibt;
4. desgleichen, wenn f2 linear veränderlich, fl
und rp dagegen konstant sind; Abh. 70.
5. der geornetrische Ort für Cl bzw. C2, wenn
der Phasen,vinkel rp zwischen fl und f2 verändert ,vird, während Ifl!
und If2/ konstant bleiben;
6. der geometrische Ort für i für linear veränderliches fI bei
konstantem rp und f2;
7. desgleichen für veränderliches er bei konstantem If1/ und f2
(d. h. die Beträge von Ifll und If21 und außerdeIn die Richtung
von f2 sind konstant);
8. desgleichen für linear veränderliches f2 bei konstantenl (r
und fl;
9. desgleichen für veränderliches qi bei konstantem If2/ und fl'
Um in den Fällen 3-9 leichter erkennen zu können, welche
Parameter der Vektorverhältnisse veränderlich angenommen sind,
sollen diese durch einen oberen Index von Cl' C2 und i angedeutet
und in den Formeln der veränderliche Vektor tl bz\v. t2 in Klam-
mern gesetzt werden. Wir bezeichnen demnach die veränderlichen
Vektoren im
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c~__c
\ \ --- B
\ \CII ----
\ '~,"" '\ I
\ \ .~.•" -: /7;
\ \ \,
\ \\ \ \ 1)
A/~ 'A(f:)-"//~/\ 1
A"j;:;- ()
...-\bb. 79a.
und
N
Abb.79b.
Fall 3: mit e~, e~ (Tl)'
" 4: "e~,e~ (f2)'
" 5 : " ei, er (fi ),
" 6: " i' (Tl)'
" 7: "i(Pl (fr) ,
" 8: " i" (f2)~
" 9 : " i (P 2 ( f~)) •
In Abb. 79a ist der Bezugsstrom ~, Tl' f2 und Tl + T2 dar-
gestellt und in Abb.79b die gegebene Spannung Ci: == OE .
I Ad 1. Zur Bestilnnlung
von el und e2 dienen die
Beziehungen:
Cl + ('2 == Q; (1)
(3)
(4)
Cl fl
-==-,
C2 f2
Cl Cl fl C2 C2 f2 (3a)e;-+-e~ = (f = h+ f2~ Cl + C2 = (f = f~+f~'
~ fl . ~ f2
Cl = ~h + f2 ' C2 = ~ fl + f2 ·
Um nach GI. (3) und (1) e1 und e2 zu ermitteln, haben wir das
60PE (Abb. 79b) C'.) 6. OAG (Abb. 79a) über ~ zu konstruieren
und finden dadurch OP == el und P.E == e2 •
oder
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Ad 2. Zur Bestimmung von i nach GI. (2) haben wir Cl lllit
dem Vektorverhältnis ~ (oder c2 mit dem Vektorverhältnis S)f1 f2
zu multiplizieren. Dieses ist in Abb. 79b geschehen, inden} das
6 POF C') 6 AOD (Abb. 79a) konstruiert ist. Dann ist OF der
gesuchte Strornvektor i.
Ad 3. Nach GI. (4) ist unter Benutzung der oben festgesetzten
Bezeichnungen:
~, ~ (Tl) (5)
\-1 = ~ (fl)+ h'
worin fl nach der Richtung OA (Abb. 79a) linear veränderlich
angenommen ist. GI. (5) ist nach Abschnitt L, GI. (147) und (149)
eineil Kreisgleichung, die sich auch in der Form
(6)
schreiben läßt.
Als Grenzwerte für den veränderlichen Vektor (e~) hatten
wir im Abschnitt L den Leerlaufsvektor .B und den Kurzschluß-
vektor ~ eingeführt. Das wollen wir auch hier tun. Für Leer-
lauf (Tl) === 00 (d. i. Strolllunterbrechung) ergibt sich aus GI. (5):
e~ === B == ~ 00, also ~ == (t, und für I<:urzschluß (fl) === 0:00
c~ === Sf === ~ ~-, daher Sf === o.
T2
Hiernach können wir GI. (6) in die ]"orn1:
.B - e~
c~ - Sl:
e~ - .B
sr-r~
(7)
bringel1- Der Kreis für den veränderlichen Vektor e~ 111it dp111
Mittelpunkt M (Abb. 79 b) geht dahpr durch den Punkt 0 (Sr === 0)
und E (2 ==~) und den bereits ermittelten Punkt I), und der
konstante Peripheriewinkel O]JE ist gleich deIn Winkel O.AO
(Abb. 79a). Dieser Kreis ist gleichzeitig der geometrische Ort für
den Fußpunkt des Vektors c~, dessen Spitze stets mit E zusalllnlen-
fällt. e~ und e~ sind für einen beliebigen Wert von (tl) in Abb. 7ga
und b eingetragen, indem das 6 OP'E CX) 60A'C' konstruiert
ist. Dann ist OP' == ei und P'E === e~ .
Ad 4. Wenn statt fl (f2) linear veränderlich angenol11Inen
wird, so führt die Konstruktion zu deIllsclben J{reisc OPE ,
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da dieser durch die drei Punkte 0, P und E bereits eindeutig
bestimmt ist.
Ad 5. Nach GI. (1) ist er + er == Q; und nach GI. (3)
(8)er f2er - Gi) .
Da aber 11;;\ nach der Annahme eine (dimeusionslose) Konstante
ist, so ist auch lerl eine Konstante, und der Punkt P wandertleil
daher auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt N auf OE liegt und
dessen Radius PNJ_PM steht (vgI. Abschnitt Lc,2). In
Abb. 79a ist als Beispiel ein beliebiger Vektor fi == 0.11" == BC"
(Ifrl == If1\) eingetragen und das LOP"EC'.J LOA"C" konstruiert.
Vorstehend ist die Phase von f1 in (Ti) verändert; das glpiche
Resultat wäre erzielt, wenn Tl festgehalten und f2 um den gleichen
Winkel, aber im umgekehrten Sinne verdreht wäre.
Ad 6. Nach GI. (2) und (4) ist
(9)
und für
Dieses ist nach Abschnitt L c, 1 eine Kreisgleichung. Die
Grenzwerte für i' ergeben sich für
(f1) == 00 , Leerlauf, 1'==0
ctC"-
(fl) = 0 , Kurzschluß, l' = f:.
Die Kreisgleichung kann daher auch in der Form
(10)f2 l' -1' l'(f1) f'---- l' ~-t -"
- t
f2
geschrieben werden. In Abb. 790 ist der Kreis für i' konstruiert.
Zunächst sind die Vektoren Q; und i aus Abb. 79b übertragen,
O!
sodann ist der Kurzschlußvektor f' == Q; ~ konstruiert indem das
f2 '
L EOG C'.:) L BOD (Abb. 79a) an Q; angetragen ist, wodurch
O!
f' == OG == Q; ~ ermittelt ist. Da ferner l' == 0 ist, so fällt der
f2
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(12)
Leerlaufspunkt mit 0 zusammen, und der Kreis für i' geht durch
die Punkte OFG.
Ad 7. Nach GI. (9) und (10) ist mit geänderten Bezeichnungen
t'f'l = 12 ~-l0 ' (11)
~ Ifl'l-1'
(ft) f' - iCP1'
'worin wieder I' = 0 und l' = ~3 ist. GI. (11) und (12) sind nach
f2
Abschnitt L c, 2 Kreisgleichungen. Der l\'Iittelpunkt des Kreises
E
E
-0
Abb.79c. Abb.79d.
für I fl'l liegt auf der Verbindungslinie der Spitzen des Leerlaufs-
und Kurzschlußvektors l' und f' der ad 6 behandelten Aufgabe,
d. h. auf dem Strahl OG (Abb.79c), und der Radius KF des
Kreises steht senkrecht auf dem Radius HF.
Ad 8. Diese Aufgabe ist in gleicher Weise zu behandeln \vie
die Aufgabe 6, mit dem Unterschied, daß (f2) an Stelle von fl
Jinear veränderlich angenommen wird. Aus GI. (9) und (10) ent-
stehen daher die Gleichungen
und
N at a 1i s, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Anfl. 10
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worin 1"= 0 und t" = ~S sind. In Abb.79d sind wieder die
fl
Vektoren Q; und taus Abb. 79b übertragen und
~
f"= ~~ = OQfl
konstruiert, indem LEOQ ~ LAOD (Abb. 79a) gezeichnet
ist, wodurch OQ = t" gefunden wird. Dann ist der durch OFQ
gelegte Kreis mit dem Mittelpunkt R der geometrische Ort für t".
Ad 9. Diese Aufgabe entspricht der Aufgabe 7. Um den
geometrischen Ort für tCP2 zu finden, haben wir daher in Abb. 79d
nur den Schnittpunkt S der Senkrechten FS zu FR mit der
Linie OQ zu suchen. Dan~ ist der mit SF beschriebene Kreis
der geometrische Ort für i'P 2 •
Zu erwähnen ist noch, daß wir bei der Ermittlung der sechs
geometrischen Orte ei, e([, t', trpl, t", t(p2 von demselben durch die
Vektoren fl' f2 charakterisierten Zustand ausgegangen sind, dem
die ermittelten Punkte P und F in Abb. 79b entsprechen. Der
Punkt P liegt daher auf den beiden Kreisen in Abb. 79 bund
der Punkt F auf den vier Kreisen der Abb. 7ge und d.
b) Drehstromnetz mit Belastung in Sternschaltung.
Es sind die Sternspannungen und Ströme zu bestimmen.
Diese Aufgabe, die bereits im Abschnitt N über Leistungsgesetze
besprochen wurde, hat bei der allgemeinen Anwendung der Dreh-
stromübertragung ständig an Bedeutung gewonnen. Sie tritt so-
wohl bei belasteten wie unbelasteten Netzen auf, bei der Be-
rechnung der Wirk- und Blindströme, der Kapazitätsströme der
Leitungen, der Nullpunktsverschiebung bei ungleich verteilter
Kapazität oder Erdschluß einer Leitung usw. Eine eingehende
Berechnung ist daher von besonderem Interesse. Hierbei sollen,
da sich die Rechnung dadurch keineswegs umständlicher ge-
staltet, die verketteten Spannungen von ungleicher Größe und
ungleicher Phasenverschiebung angenommen werden, so daß der
Fall gleicher Phasenverschiebung (120°) als Sonderfall aufzu-
fassen ist. Zunächst ist zu überlegen, ob für die Generatorspan-
nungen besser die verketteten Spannungen ~l' Q;2' Q;3 oder die
Phasenspannungen ~1' ~2' ~3 zu wählen sind (Abb. 80).
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Im ersteren Falle ist zu beachten, daß
0;1 + ~2 + 0:3 = 0 (I)
ist, und daß daher, wenn zwei dieser Spannungen gegeben sind,
auch die dritte bekannt ist. Im letzteren Falle sind dagegen die
drei Spannungen s.lS1' ~2' s.lS3 unabhängig voneinander; sie müssen
daher alle drei bekannt sein. Allerdings ist dadurch auch das
Potential des Sternpunktes 0 des Generators bekannt. Dieses
ist von Interesse, wenn der Sternpunkt 0 geerdet oder über
eine Erdungsspule mit Erde verbunden ist. Da aber
0;1 = ~3 - W2; 0::2 = ~l - ~3; (2)
ist, so können jederzeit die
für @1' @2' @3 entwickelten AI
Formeln in solche für W1 ,
~2' ~3 umgewertet werden.
Es wird daher die Berechnung
mit den Spannungen 0:1, 0:2,
~3 bevorzugt, da nach GI. (1)
eine derselben stets entbehr-
lich ist. C
Der Generator mit den ver- Abb. 80.
ketteten Spannungen Q;1 , 0;2,0:3
soll nunmehr in Sternschaltung belastet sein durch drei Schein-
widerstände, deren Leitwerte durch die Vektorverhältnisse
.h, .k, ia (Abb. 81) gegeben sind. Dann entstehen in den drei
~ ~ Q;
Widerständen die Ströme 11 , 12 , 13 und an ihren Klemmen die
Sternspannungen e1 , e2 , e3 (Abb. 81 a), wodurch das Potential des
Sternpunktes P durch seine Lage zu den Seiten ~l' Q;2' ~3 des
Spannungsdreiecks ABO bestimmt ist. Die Lösung der Auf-
gabe wird dadurch erleichtert, daß sich die sechs Unbekannten
e1 , e2 , e3 , Tl' 12 , 13 als lineare Funktionen einer von ihnen, z. B. e1 ,.
darstellen lassen. Es ist nämlich:
(3)
10*
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Ferner ist
Abb.81.
Bestimmung der Sternspannungen.
A
c .....----.-~------
Abb.81a.
(4)
(5)
H,
daher mit den GI. (4)
Cl t + (Cl + ~3) t + (Cl - ~2) ~ = 0 ,
(b + i? + ia) e1 = ja~2 - i2~a ,
i3~2 - i2G:ae -------.-1- il + j2 + ja .
In gleicher Weise ergibt sich
_ jl~a - ja G:1 1)e2 - ---------- ,
it + i2 + ja
ea = i2 Q;1 - i~ G:2 •
il + i2 + ia
(6)
(7)
1) In den Gleichungen für e1 , e2 , ea kommt der Bezugsvektor ~ über-
haupt nicht vor, sondern außer @l' ~2' ~a nur die Vektoren il' i2' js·
e1 , e2 , es würden daher unverändert bleiben, wenn in Abb. 81 ~ um einen
beliebigen Winkel gegen il' 12, ia verdreht würde.
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Um e1 nach GI. (7) zu konstruieren, schreiben wir
~ j3 ~ i2 .
e1== l 2 i~·+ i2 + j3 - ~3 11 + i2 +-r; , (8)
wirdEbenso
e1läßt sich daher als die Differenz zweier Vektoren ~2 . !3 .
· J1 + J2 + J3
und Q";3 - l2 darstellen. Diese Konstruktion ist in Abb. 81 a
i1 + i2 + i3
durchgeführt, indem LOAQ C-':) LGOF gezeichnet ist, ,vo-
durch QA === ~2 j3 ermittelt ist.
11 + 12 + js
LBARC'.:> LGOE konstruiert, wodurch AR==~s-~~-
h + i2 + js
bestimmt ist. Da ferner RA = - AR ist, so ergibt sich
e1 == QA + RA = PA als die Diagonale des Parallelogrammes
AQPR. Die Konstruktion von e2 und es nach GI. (7) erübrigt
sich, da nach GI. (3) e2 == e1 + ~s == PB und es == e1 - (ff;2 == PO ist.
Zur Konstruktion der Ströme 11 , 12 , 13 dienen die GI. (4).
Danach erhält man 11 , wenn man die soeben gefundene Span-
nung e1 mit dem Vektorverhältnis ~ multipliziert. Zu dem~
Zweck wird das 6APH 1 cx> 6. SOD konstruiert, wodurch
PHI = 11 ge~unden wird. In gleicher Weise wird 12 = C2~ = PH 2
und 1a = ca ~ = PHa konstruiertl). Bei richtiger Konstruktion
muß nach GI. (5) 11 + 12 + 13 == 0 oder 12 + 13 == -11 sein.
Bestimlllung der Kreisdiagramme.
Wir wollen die Belastung eines Stromzweiges, z. B. den Vek-
tor il' als veränderlich betrachten und zur Unterscheidung mit j~
bezeichnen, während bund j3 nach Abb.81 als konstant ange-
nommen werden. Wir beschränken uns ferner auf eine lineare
Veränderung von j~ in der Richtung il , da die Kreisdiagramnle
für eine Phasenänderung von i1 sich leicht aus ersteren ernlitteIn
lassen (die Kreise schneiden sich senkrecht), und stellen in der
1) Während e1 , e2 , e3 unabhängig von ~ sind, hat die Lage von a;
Einfluß auf die Phasen von 11 , 12 , 13• Eine Verdrehung von (I verursacht
eine Verdrehung von 11' 12, 13 Ulll den gleichen Winkel, ohne ihre Beträge
zu verändern.
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(9)
(10)
Zeichnung nur die Kreissektoren für positive \Verte von
i.(O< l: < + (0) dar.
Wir schreiben hiernach die GI. (7):
j3~2 - i2(ta
e1 == j~+ i2 + ja '
. i~~a - i3~1
e2 == h+ j2 + ja '
i2(tl - h~2e - -------- ...-
a-j~+j2+j3
und GI. (4)
· ja~2 - i2 ~3 h \
t
1
== h+ j2 + Ja ~' _
· h~a - j3~1 j2
12 == J~ + i2 +12 ~ ,
· i2 ct l - h~2 j3
1a--~--········ ..._-
- j~ + i2 + ia ~ .
Die GI. (9) und (10) sind nach AbschnittL, c) als Kreisgleichungen
anzusprechen, da die Vektoren e1 , e2 , ea, 11 , i2 , ia sich durch das
Verhältnis zweier linearer Funktionen von i~ darstellen lassen:·
Der Charakter der Kreisfunktionen kommt noch besser zum Aus-
druck, wenn wir nach den im Abschnitt L gegebenen Anweisungen
e bzw. i nicht als Funktion von i~, sondern umgekehrt i~ als
Funktion von e bzw. 1 darstellen und die Leerlauf- bzw. Kurz-
schlußvektoren für i~ == 0 bzw. i1; == 00 einführen. Wir bezeichnen
die Grenzwerte von e1 , e2 , ea bzw. 11 , 12 , 1a
für Leerlauf (j~ = 0) für Kurzschluß (j~ == oe)
e1 , e2 , es mit ~1 bzw. ~2' ~3' Sf1 bzw. St 2 , st's,
i1 , i2 , 1a mit 11 bzw. 12 , la , 11 bz,v. 12 , fs ·
Nach GI. (9) und (10) ist
2 - ia ct2 - i2 cta .
1- i2 + ia '
~l =0;
o iactl~2 = - i2 + ja;
~2 = cts ; ~s = - ~2
(11)
(12)
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(13)
(14)
(18)
(19)
Wir bilden ferner noch die Vektoren sr - ~ bzw. f - I, die
die Grundlinien der Kreisdreiecke darstellen:
Sf1 -B1 = _isf:~}:~~;'} f1 -11 = k(I2~i2(Ia; 1
cru 0 ~ o. } (15) f f i2 i3 ~2 - i2 ~3 }Jl2-~2==Jl,.1-~1' . 2-t2==-i2+j3--~--; (16)
Sf 0 c@ 0 J'f -t ==-~~ i3(f2-i2Q';3 J
. a- -"a = MI - -"1; a Ja j2 + ia ~ ·
Da 11 + 12 + Is == 0 und f1 + f2 + fs == 0 ist, so muß, wie auch
GI. (16) zeigt:
(fl - 11 ) + (f2 - 12) + (fs - ls) == 0 (17)
sein. Die Kreisgleichungen (9) und (10) können nun durch Ein-
setzung der in GI. (11) bis (14) ermittelten Leerlauf- und Kurz-
schlußvektoren in nachstehende Fornl gebracht werden:
_i~ ~~-=-_~1 _ c2 - ~2 _ ~,3_ - 2~
i2 + i3 - St'l - Cl - S~2 - c2 - ~t3 - es '
___jI~ _ 11 - 1,1__ _ 12 - 12_ _ 13 - l~
i2 + i3 - f1 - 11 - f2 - 12 - f3 - 1s ·
Der gleichartige Aufbau der GI. (18) und (19) ist beachtens\\rert.
Betrachten wir zunächst das Kreisdiagramm für Cl [GI. (18)].
Den Vektor Cl hatten wir bereits oben für einen Wert j~ == j1
gleich PA gefunden. Konstruieren wir in gleicher Weise (Abb. 81 b
und 81) nach GI. (11) den Vektor Bl=~_=)2(Ia=LA,soist
J2 + J3
der Kreis für Cl durch die Punkte A(Sfl == 0), P und L bestimmt,
und Cl - ~l ist gleich P L und Sfl - Cl == - Cl == AP, folglich
ist 6LPAC'V6GTO (Abb.81).
Stellen wir die gleiche Betrachtung beispielsweise für das Kreis-
diagramm 1a an, so haben wir la = . i2ia~_1- nach GI. (13) und
. 0; Ü2 + 13) a:
fs == - ~ nach GI. (14) zu konstruieren, wodurch die Punkte Ls0;
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bzw. Ks gefunden werden. Konstruieren wir ~erner für j~ . il
nach GI. (10) ls , so ist auch der Punkt Ps bestImmt, und es 1st
LsPs = 1s -ls, PsKs = fs - is"
Abb. 81 b.
Nach GI. (19) muß daher 6.LsPsK s '" 6.GTO (Abb. 81) sein.
Das gleiche gilt von den Kreisdreiecken für 11 und 12 • Wir finden
daher, daß alle Kreisdreiecke ähnlich sind dem Dreieck GTO.
Auch die Kreismittelpunkte befinden sich in ähnlicher Lage.
Die für einen bestimmten Belastungsfall (j~ === jl) in Frage
kommenden sechs Vektorgrößen kann man nun mit einem Blick
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überschauen, wenn man die vier Kreisdiagramme nach Abb. 81e so
zusammenlegt, daß die Grundlinien Sf - 53 bzw. f - 1 der Kreis
dreiecke z. B. in die Richtung 531 = LA fallen. Dann verschieben
sich die Punkte ABC der Stromdiagramme aus Abb. 81 b nach
J I , J 2 , J 3 , und zwar liegt J I auf EI und J 2 , J 3 , wie später noch
nachzuweisen ist, auf den Seiten AB bzw. AC des Spannungs-
dreiecks (Abb.81e). Außerdem ist
J 1 A = IfI - 11 \ = IfII '
U2 A = I f2 - 12 1 '
U3 A = If3 - 13 1.
Zieht man nun in Abb. 81 e einen Leitstrahl A V3 V2 VIP unter
dem Winkel qJ = ~ 02 + i3) , (j~ + i2 + i3) (Abb. 81) gegen EI'
so kann man sämtliche Vektorgrößen unmittelbar abgreifen, und
zwar: el = PA, e2 = PB :. e3 = PO ,
liII=JIV1 , li21=J2V2, /i3/=J3V3 ·
Die Spannungsvektoren eI ,
C2 , c3 sind nach ihrer Phase
richtig dargestellt. Bei den
Stromvektoren 11 , 12 , 13 ist
jedoch zu beachten, daß
die Diagramme so gedreht
sind, daß die Dreiecks-
grundlinien (f - 1) mit der
Richtung EI zusammen-
fielen.
Die Phasenwinkel der
Ströme 11 , 12 , 13 sind daher C B
nicht von der Phase 21
ausgehend zu bestimmen,
sondern durch die Win- X)
kel erI' 'P2' qJ3 gegeben,
die man dadurch erhält, Abb. 81 c.
daß man in Abb. 81 b
durch A , Bund C Parallelen zu EI zieht und diese zusamluen mit
den Kreisdreiecken nach Abb. 81 e überträgt [so die eingeklammer-
ten Vektoren (BI)' die von J I , J 2 , J 3 ausgehen].
Daß der Punkt J 2 auf (f3 (d. i. auf AB) liegt, ist folgender-
luaßen zu beweisen:
Abb.82.
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Nach Abb.· 81 bund c sowie den GI. (10) und (7) ist
i2 C!a
BK2 f2 ~ ~a _ er3_
BL2 = f2 - {2 = i2 ia~2 - j2~a ja~2 - b~a - -~1'
- i2 + ja ~ j2 + ja
Da A. U2 nach der Konstruktion in die Richtung von ~1 ge-
legt ist, so muß nach GI. (20) AJ2 in der Richtung cra liegel1.
Aus GI. (20) geht weiterhin hervor, daß J 2U211 BL ist. Ebenso
muß ~a auf AC liegen und JaUa/lCL sein.
F. Stromverzweigung mit zwei Knotenpunkten;
Wheatstonesche Brücke mit fünf Scbeinwiderständen.
Diese Aufgabe wurde bereits im Abschnitt N über I~eiRtl1ngs.
gesetze kurz behandelt, um daran deren Anwendungen zu er·
läutern. Hier soll die Aufgabe eingehen-
der untersucht und zunächst die Span-
nungen und Ströme mit Hilfe der Kirch-
hoffsehen Gesetze ermittelt werden.
In den vorhergehenden Aufgaben
konnten alle Spannungen und Ströme als
Funktion ein es Spannungsvektors dar-
gestellt werden, der die Lage des Knoten-
punktes der Spannungen gegenüber den
gegebenen Spannungen eindeutig be-
stimmte. Sind mehrere Knotenpunkte
vorhanden, so ist die Anzahl der un-
abhängig Veränderlichen gleich der An-
"" zahl der Knotenpunkte, im vorliegenden
""'-
'................ Beispiel also gleich 2.
------ ~ Wir nehmen nach Abb. 82b eine
Brücke ABCD an, deren fünf Zweige aus
fünf Scheinwiderständen bestehen und die
in den Punkten AB an eine gegebene Spannung Q; gelegt ist. Da-
durch entstehen an den Klemmen der fünf Scheinwiderstände die
Teilspannungen
(20)
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B
Abb.82b.
B
Abb.82a.
Die Scheinleitwerte der fünf Widerstände seien nach Abb. 82 ge-
geben durch die Vektorverhältnisse
il i2 ja j4 j:;
Q;' Q;' li: , li: , a;'
wobei als Bezugsspannung die Netzspannung Q; gewählt ist.
A A
(1)
el == el '
e2 == Q; - Cl'
1
I
ea == ea , ~
e4 == Q; - ea , I
es == ea - el · J
a) Berechnung der Spannungen und Ströme.
Da el bis es und 11 bis 1s unbekannt sind, so haben wir zunächst
zehn Veränderliche. Da aber die Spannungen und Ströme durch
die einfache Beziehung i == e1 verknüpft sind, so sind die Strom-Q;
vektoren bekannt, wenn die Spannungsvektoren ermittelt sind.
Von den Spannungsvektoren el bis es können wir nach oben
Gesagtem zwei, z. B. el , ea, die die Lage der Knotenpunkte C, D
bestimmen, als unabhängig Variable ansehen, wodurch die Zahl
der Veränderlichen von zehn auf zwei herabgesetzt ist. Wir schrei-
ben daher:
156 Bestimmungsglejchungen.
(2)
Daraus ermitteln wir die Ströme
· il
11 == ~ el ,
. i2 i2 (~ )12 == ~ e2 == ~ \;!I - el ,
· is
l s == ~ es,
· _ 14 _ 14 (~ _ e )
14 - ~ e4 - ~ s ,
· is j5 ( )l s == (J es == ~ es - Cl .
Da die Summe der Knotenpunktsströme gleich Null ist, so ist
11 - 12 -.1s == 0 , (3)
1s - 14 + 1s == 0 . (4)
Aus GI. (2) und (3) bzw. (2) und (4) ergeben sich die heiden
Bestimmungsgleichungen :
ilel + i2(el -~) + is(e1 - es) == 0 (5)
und j3eS + i4(eS- Q;) + is(es - e1) == 0 (6)
oder 01 + i2 + is) el - is es - i2 Q; == 0 , (5 a)
iSel - (ls + i4 + is)es + j4~ == O. (6a)
Bei der Entwicklung der GI. (5) und (6) ist die in den Nennern der
GI. (2) stehende Bezugsspannung ~ ganz herausgefallen (dagegen
nicht die Netzspannung ~). Daraus ergibt sich, daß die Spannungen
el bis es, die sich aus GI. (5) und (6) ermitteln lassen, unabhängig
von der Bezugsspannung sind. Eine Verdrehung und Größen-
veränderung derselben hat daher keinen Einfluß auf das Span-
nungsdiagramm, wohl aber auf die Ströme 11 bis 1s , deren Phase
sich im selben Betrage verändern würde wie die Bezugsspannung,
wtihrend sich ihre Größen umgekehrt dem Betrage der Bezugs-
spannung ändern.
GI. (5a) und (6a) sind zwei lineare Gleichungen mit zwei Un-
bekannten. Es fragt sich daher, ob es zulässig ist, diese in gleicher
Weise zu behandeln wie zwei algebraische Gleichungen. Diese
Frage ist zu bejahen, denn aus GI. (5a) kann man el == Il(es),
und aus GI. (6a) el == 12 (e3) entwickeln, daher ist auch
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(7)
(9)
(8)
(7 a)
11 (c3 ) === f 2 (C 3 ). Man kann daher aus derartigen Vektorgleichun-
gen die Veränderlichen in der gleichen Weise eliminieren ,,,,ie
aus algebraischen Gleichungen mit mehreren Unbekannten und
erhält somit aus Gl.(5a) und (6a) nach einigen Zwischenrechnungen :
e === ~ i2 (j3 + i4) + ~5 02 *jL_,__
1 01 + 12) (j3 + 14) + j501 + 12 + b+ 14) ,
e === ~ i401 + j2) + j502 + 14)
3 01 -t- 12) (j3 + 14) + 15 01 + i2 + b + j4) ,
C === c- C == Q; - 1111 - 1213
5 a 1 01 + i2) (j3 + i4) + i5 01 + i2 + ia + i4) .
e2 und c4 lassen sich, ,venn Cl und ca bestimmt sind, leicht aus
GI. (1) ermitteln.
In GI. (7) besteht der Zähler und Nenner des Bruches aus
Kreuzprodukten von Vektoren. Um daher el an Hand dieser
Gleichung konstruieren zu können, müssen wir sie so umformen,
daß sie nur noch Vektoren und Vektorverhältnisse enthält. Wir
dividieren daher Zähler und Nenner durch (j3 + j4) und erhalten
J' + J' t2±_j~25 ' ,
Cl === ~ ~. ~ Ja ~ J4 , .•
01 +b) + is h + ~~++ ~a *)!
1a 14
In dieser Gleichung sind is j2_±~i und iö h+ t~+ j3 + i4 Vek·
Ja + 14 Ja + 14
toren. Daher ist sowohl der Zähler wie der Nenner des Bruches
die Summe von je zwei Vektoren, also wieder je ein Vektor,
und der ganze Bruch ein Vektorverhältnis, mit dem der Vektor 0;
zu multiplizieren ist, um Cl zu erhalten.
In der ersten Auflage dieses Buches (1920) ist diese Aufgabe
durchgeführt. Da sich aber diese Konstruktion, wenn auch hand-
werksmäßig ohne Schwierigkeiten durchführbar, ziemlich Uln-
ständlich gestaltet, so soll ein anderer, wesentlich einfacherer
Weg unter Zuhilfenahme der Kreisdiagramme benutzt werden,
der mit wenigen Strichen zum gleichen Ziele führt und gleich-
zeitig die Ermittlung der beiden Unbekannten el und c3 ge-
stattet.
Zuvor mögen aber aus den GI. (5a), (6a) und (9) noch einige
interessante Beziehungen abgeleitet werden.
158 Abgleichung der Brücke.
(10)
Aus GI. (9) geht hervor, daß es = 0 wird für
il i4 - i2 ja = 0
il -kj2 - j4 .
Dieses ist die bekannte Bedingung für die Abgleichung der Brücke.
GI. (10) enthält wie jede Vektorgleichung zwei Gleichungen,
nämlich
oder
(IOa)lhl Ijal
112[ = ß~1
und <9: il' i2 = <}: ja, i4. (lOb)
Nur wenn die Bedingungen GI. (10a) und (lOb) gleichzeitig er-
füllt sind, fallen die Punkte C und D in Abb. 82 b ZUSamlTIeß,
und es ist gleich Null.
Weitere interessante Beziehungen erhält man, wenn man aus
denGl. (5a)und (6a) einen der Vektoren il bis js, z. B. is, elinliniert.
Hierdurch erhält man
el ~l + ~2 + e3 ~3 + ~4 = es; • (11)J2 + 14 J2 + 14 .
Hierin sind 11 + 12 und ja + 14. konstante Vektorverhältnisse, die
i2 + 14 12 + 14
eine Längenänderung und Verdrehung der Vektoren e1 bzw. ea be-
wirken. Die geometrische Summe der beiden neuen Vektoren ist
daher für beliebige Werte von 1s gleich~. Ähnliche Beziehungen
würde man erhalten, wenn man aus GI. (5a) und 6a) statt js einen
anderen der Vektoren il bis i4 eliminiert hätte.
Setzt man andererseits in GI. (11) ea = e1 + es, so erhält man
folgende Beziehung zwischen e1 und es:
el II + ~2 + !~+ j4 + es ~3+ ~4 = (l; (12)J2 + l4 12 + 14
oder el+ es . !3 + !4 . = es; _._~--±~4 __-;-_. (13)
h + 12 + Ja + 14 Jl + J2 + Ja + J4
Hierin ist es; j2 + j4 nach GI. (7) und Abb. 82a der
il + 12 + ja + i4
Wert AK des Vektors e1 oder ea für is = 00, wobei die
Punkte C und D mit K zusammenfallen. Wir wollen diesen
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Vektor als Kurzschlußvektor mit st: bezeichnen. In GI. (13) be-
deutet wieder das Vektorverhältnis - i3 + i4__ eine Ver-
il + i2 + i3 + i4
drehung und Größenveränderung des Vektors es = OD um kon-
stante Werte; die Multiplikation von es = OD mit diesem Vektor-
verhältnis ergibt den Vektor OK, denn nach GI. (13) soll AO + OK
gleich dem Kurzschlußvektor AK = st: sein. Die GI. (13) besagt
aber weiterhin, daß für beliebige Werte von is die Dreiecke
OKD, 0lKD1,... ähnlich sein müssen, wobei 1s sowohl linear
wie nach seiner Phase verändert sein kann.
b) Geometrische Orte der Spannungen und Ströme bei
linearer Veränderung eines Widerstandes.
Bei der Ermittlung der geometrischen Orte wollen wir uns
auf eine lineare Veränderung des Scheinleitwertes 15 beschränken
und für is, um die Veränderlichkeit durch den Index zum Aus-
druck zu bringen, j~ schreiben. Nach GI. (7) bis (9) ist
e = Q;~2 03+ i4) + i~ 02 + i4) (14)
1 01 +12) 03 + 14) +h(h + 12 + i3.+j4) ,
e = Q; i4 01 +12) + h02+ i4}____ (15)
3 (h +12) 03 + i4) + 1~ (h + 12 + 13 + i4) ,
e = Q; __ -__~_.ili4 - i2ia - (16)
s 01 + 12) 03 +14) + h(h + 12 +13 +14)
Alle drei Vektoren sind hiernach dargestellt durch das Verhältnis
je zweier linearer Funktionen von j~, wobei in GI. (16) der Faktor
von j6 im Zähler Null ist. Die Gleichungen stellen daher nach
Abschnitt L c, I Kreisfunktionen dar, welche sich auch in nach-
stehender Form schreiben lassen:
1~ el - BI el - BI
-=---=----,i Sfl - el Sf - el
i~ e3 - ~3 e3 - B3T= Sf3 - e3 = Sl: - e3 •
i~ es - ~5 _ ~_~_-=- B~
j ~5 - es - 0 - es
(17)
(18)
(19)
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(21)
(22)
Hierin bezeichnen ~l' 533 , ~s die Leerlaufsvektoren von el
bzw. e3 , es für h === 0 und Sf1 , St3 , ~s die Kurzschlußvektoren
von e1 bzw. ea, es für i~ === 00. Wir erhalten für
. 0 0 A: i2 0 A: j4 . 0 ~ === (f jl j4 - j2 ja . (20)1~= : ~l=~ h +i2 ; ~a === ~ ja + i4 '~i) 01 + i2) Oa + i4) ,
• @ @ A: i2 + i4 . @ 0l~=OO: ~l=cna=cn=~ h+i2+ia+i4' Jl.s === .
Die Konstruktion dieser in Abb. 82 a eingetragenen Vektoren
wird später erläutert.
Der Vektor i der GI. (17), (18), (19) ergibt sich gleich, da die
Nenner der GI. (14) ,bis (16) gleich sind, zu
i = ~jl +,12)O~ .
h + 12 + Ja + J4
Der Vektor i stellt für ~ = 1 den Scheinleitwert der Brücke z\vischen
CD dar, wenn A und B kurzgeschlossen und j~ === 0 gesetzt, d. h. die
Brücke zwischen ~ und ~ unterbrochen wird, denn der Leit\vert
der parallelgeschalteten Widerstände .h. und .k ist ~±J~ und
. . . +. (f a; a;
derjenige vonk und l! gleich~. Die Hintereinanderschaltung
~ \ @ Q;
gibt den Leitwert 1 mit dem Wert i nach der GI. (22). Da
~
ferner die linken Seiten der GI. (17) bis (19) gleich sind, so stellen
ihre rechten Seiten ähnliche Dreiecke dar. Aus GI. (17) und (18)
ergibt sich ferner
oder
oder
e1 -~'l ea - Ba
sr - e~ === ~. - ea
Sf - e1 = Sf . BI . (Abb. 82a)
sr - ea ~ - ~a
f!!!__ ~1I!
DK-LaK·
(23)
(23a)
Da die rechte Seite dieser Gleichung ein konstantes Vektorver-
hältnis darstellt, so sind alle Dreiecke CK D, ClK D l' ... die für
veränderliche Werte von j~ entstehen, unter sich und mit dem
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Dreieck L1KLs ähnlich, wie bereits auf anderem Wege oben er-
mittelt. Nach GI. (17) bzw. (18) und Abb. 82a ist aber
e1 - .21 L 10 =h (23b)
st - e1 CK j
und es.- ,S3s LsD h (230)Sf - es DK j
Folglich sind auch die Dreiecke L 10K und LsDK einander ähnlich.
In Abb. 82a sind die beiden Kreise mit den ~IittelpunktenM
und N eingezeichnet, auf denen sich 0 und D bei einer linearen
Veränderung von j~ bewegen. Die Peripheriewinkel LIOK und
LaDK sind gleich dem Winkel ({J zwischen i~ und i (Abb. 82). Der
zweite Schnittpunkt H der beiden Kreise liegt, wie leicht zu ersehen
ist, auf der Verbindungslinie LILa, daher ist auch ~LIHK= gJ
und KHL s = 180 0 - q;.
Nach diesen Erläuterungen kommen wir zu der Konstruktion
der Kreise Mund N und der Punkte ° und D.
In Abb. 82 sind die gegebenen Vektoren 11 bis j5' im Strom-
maßstab gemessen, eingetragen. Den Spannungsmaßstab für Q:
wollen wir vorläufig noch nicht festlegen, sondern nur die Rich-
tung von ~. Wir haben nunmehr die Vektoren .21 , ~s, SI' und j
nach GI. (20) bis (22) zu konstruieren. Da im Nenner der GI. (21)
für ~ und' (22) für i der Vektor il + i2 + 1s + i4 vorkommt, so
können wir die Zeichenarbeit ,vesentlich erleichtern, wenn wir
den Spannungsmaßstab so wählen, daß die Strecke, welche den
Vektor ~ darstellt, gerade so groß ist wie die Strecke, ,velche
den Vektor il + i2 + is + i4 im Strommaßstab darstellt. In diesenl
Falle ist der Spannungsvektor sr = ~__J~._±.J~__. gerade so
il + i2 + js + i4
groß wie der Stromvektor i2 + i4; nur Inüssen wir i2 + i4 iIn
Spannungsmaßstab messen.
In Abb. 82 sind nun in bekannter Weise aus 11' 12' 1s, j4 die
in den GI. (20) bis (22) vorkommenden Vektoren il + i2' js + j4'
12 + j4' il + i2 + is + i4 gebildet und in Abb. 82a
Na tal i s, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. AufI.
AK
AB
12 + 14
il + 12 + js + i4
11
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(24a)
(24b)
konstruiert, wodurch die Punkte L1 , La' K gefunden sind. Sodann
. . · W· d V kt . (h + 12) (ja + 14)'1st In Abb. 82 In bekannter else er e or 1= -.--.--- -.---;-
h + J2 + Ja + 14
ermittelt und an die Spitze von j die Richtung des Vektors j~ \\ i5
angetragen, wodurch sich der Winkel cp ergibt, der gleichzeitig
qer Peripheriewinkel der Kreisdreiecke LICK und LaDK ist. Für
einen bestimmten Wert von j~ = 15 sind ferner über LIK bzw. LaK
die Dreiecke LICK ,'I LaDK C") i5' 1angetragen, wodurch el == AC,
ea == AD, e2 == CB, e4 = DB und es == CD gefunden sind.
Es sind nun noch die Ströme 11 bis 15 zu ermitteln. Dieses ist
in Abb. 82b geschehen, indem an das aus Abb. 82a übertragene
S d· d· St··· jl' j2pannungs lagramm le rome 11 == el -, 12 == e2 -, •.• ange-~ ~
tragen sind. Bei richtiger Zeichnung muß dann nach GI. (3) und (4)
11 == 12 + 15 und 14 == 1a + 15 sein.
Es sind weiterhin die geometrischen Orte für die Ströme 11
bis 15 bei linearer Veränderung von j~ zu ermitteln. Aus GI. (2)
und (14) bis (16) ergibt sich:
· i2 (ja + i4) + h02 + 14) .
1
1
== (11 + J2) (ja + i4) + hUl + 12 + ja + i4) h ,
. i40l + i2~ + k02 + 11) .
1
a
== (h + 12) (ja + J4) + hOl + 12 + Ja + i4) Ja ,
· iti4 - i2i3 · (24c)
1
5
= 01 + i2) Üa + 14) + hOl + 12 + ja + j4) h .
Die Zähler der GI. (24a) und (b) bestehen aus je einer linearen
Funktion von tJ;' die mit dem konstanten Vektor il bzw. ja zu
multiplizieren ist. Die Produkte sind also wieder lineare Funk-
tionen von i~. Der Zähler der GI. (24 c) ist dagegen eine Konstante,
die mit j~ zu multiplizieren ist. Das Produkt ist daher gleichfalls
eine lineare Funktion von i~, bei der das konstante Glied entfällt.
Die Nenner aller drei Gleichungen, die mit denen der GI. (14) bis (16)
übereinstimmen, sind gleichfalls lineare Funktionen von i~. Nach
Abschnitt L c, 1 stellen daher GI. (24a) bis (c) Kreisfunktionen dar,
wobei die Gleichheit der Nenner erkennen läßt, daß sämtliche
Spannungs- und Stromdreiecke ähnlich sind. Bestimmen wir
wieder die Leerlaufwerte 11 , la , 15 bzw. Kurzschlußwerte fl , fa, f5
von 11 , 1a, 15 für i~ -.: 0 bzw. i~ == 00, so erhalt~n ",ir
1 -~i?_.
1 - h + i2'
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für i~ = 0:
für j~ = 00:
T - t102 + i4) . f _ j3 02 + i_~) . f _ h 14 - -l2E
1- il +i2+i3+i4 ' 3- il +i2+i3+i4 ' 5- it+i2+i3+i4
und j = 91 +. i2)(j~ +j~2 .
h + 12 + 13 + 14
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(25a)
(25b)
(25c)
(26)
Die Kreisfunktionen der Ströme 11 , 13 , 15 und entsprechend
auch 12 , 14 lassen sich daher in nachstehender Form schreiben:
j~ 11 - 11 13 - 13 15 - 15 12 - 12 14 - 14T = f1 - 11 = fa - 1a = f5 - 15 == f2 - 12 == f4 - 14 •
Eine Gegenüberstellung der GI. (25a) und (b) und der GI. (20)
und (21) für die Leerlauf- und Kurzschlußspannungen ~] bis 25
bzw. sr1 bis Sf5 zeigt, daß man die Leerlauf- und Kurzschluß-
ströme durch erstere ausdrücken kann, wodurch sich ihre Kon-
struktion wesentlich vereinfacht. Es ist
rI=~I~'
f i = St' ~ ,
(27)
f3 = St' ~ , fs = ~s ~ [GI. (20), (22), (25b)]. (28)
In ähnlicher Weise lassen sich auch 12 , 14 , 12 , f4 darstellen,
da
und
ist, durch
. _ .i2 _ ((~ _ ) i2
12 - C2 (t - C Cl ~
. i4 (r~ ) j4
14 == C4 ~ == c - C3 ~
T2 = Tl = (~ - ~1) ~; 14= 13 = (~ - ~3) ~ ; (29)
Da ferner
(30)
11 - 12 - 15 == 0 und 13 - 14 + 15 == 0
ist, so ist auch
11 - 12 - 15 == 0 und 13 - 14 + 15 == 0 ,
Tl - f2 - f5 == 0 und fa - f4 + f5 == 0
11*
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und
und
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(fl - 11) - (f2 - 12) - (ts - 15) = 0 }
(f3 - 13) - (f4 - 14) + (ts - Is) = 0 .
A
B
Abb.82c.
(31)
Abb. 82d.
Die drei Vektoren (fl - 11), - (f2 - 12), - (fs - ls) lassen sich da-
her durch eine geschlossene Masche darstellen und ebenso die
drei Vektoren -(f3 -13) ,. +(14 -14)' -(fs -ls)' Legt man diese
heiden Maschen mit der gemeinsamen Seite -(fs - l5) zusammen
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(Abb. 82d, vierfach vergrößert), so bilden dieselben eine Figur,
welche der Wheatstoneschen Brücke, d. h. dem Spannungs-
diagramm (Abb.82b) ähnelt1). Ebenso lassen sich die Strom-
vektoren i1 , - i2 , - 1s und 13 , - 14 , - 1s zu einer Brücke zu-
sammenfügen mit dem Diagonalvektor 15 • Es besteht daher ein
vollKommener Dualismus zwischen dem Spannungsdiagramm und
dem Stromdiagramm derart, daß einem Knotenpunkt des ersteren
eine Masche des letzteren und einer Masche des ersteren ein Knoten-
punkt des letzteren entspricht.
Die Konstruktion der Stromdiagramme ist in den Abb. 82c
und d durchgeführt, wobei Abb. 82d im Interesse größerer Deut-
lichkeit vierfach vergrößert dargestellt ist.
Zunächst sind in Abb. 82c nach GI. (27) bis (30) (unter Be-
nutzung der i-Werte nach Abb.82) die Vektoren 11 bis 14 und
f1 bis f4 konstruiert, wobei die Grundfigur ABL1KL3 aus Abb. 82a
übernommen ist. Aus den Vektoren 11 bis 14 und f1 bis f4 "sind
die Vektoren (lI - 11 ) bis (l4 - 14) ermittelt und vierfach ver-
größert nach Abb.82d übertragen, wodurch die Figur EGFH
entsteht. An die Anfänge der Vektoren (f -1), vgl. die Pfeil-
richtungen, sind die Vektoren 11 , 12 , 13 , 14 , ls (1s = 0) und an
ihre Enden die Vektoren 11 , f2 , f3 , f4 angetragen. Beide Vek-
toren 1 und f müssen sich in je einem Punkt J l' J 2' J 3 (-=-= J 4)
treffen; die Konstruktion von f1 bis fs ist daher überflüssig, aber
als Probe für die Richtigkeit der Konstruktion sehr geeignet.
Über deIl Vektoren (f -1) sind ferner für den Wert j~ = is die
Kreisdreiecke EPIG, FP2G, HP3 E, HP4 F, EPsF ähnlich dem
Dreieck i~, i eingezeichnet. Dadurch ergibt sich schließlich
Bei einer Änderung der Belastung des Brückenzweiges j~ wandern
die Punkte PI bis Ps auf den zugehörigen Kreisen derart, daß
die fünf Kreisdreiecke untereinander und mit dem Dreieck ip i ähn-
lich sind. Die durch Pfeile angedeuteten Winkel GEPI' GFP2' • ..
müssen dabei stets gleich sein. Eine Änderung des Belastungs-
zustandes (j~) drückt sich daher durch gleichartige Verdrehung
der Strahlen EP1 , FP2 , • •• im gleichen Drehungssinne und um
den gleichen Winkel aus.
1) Vgl. Elektrotechnik und Maschinenbau 1921, H. 42, S. 512.
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Vorstehend haben wir j5linear veränderlich angenommen, ,vo-
durch sich zwei Spannungskreise (Abb. 82a) und fünf Stromkreise
(Abb. 82d), zusammen also sieben Kreise, ergeben haben. Würden
wir j5 nur nach seiner Phase, nicht aber nach seinem Betrage ver-
:änderlich angenommen haben, so würden sich sieben weitere Kreise
'ergeben, die die ersteren in den Punkten C, D (Abb. 82a) bz"T. PI
bis P 5 (Abb. ,82d) senkrecht schneiden. Würden wir ferner statt 15
einen der anderen i-Werte jl bis j4 linear oder in seiner Phase
veränderlich annehmen, so ,vürden "ir für jeden Fall weitere
14 Kreise, zusammen also 7· 2 · 5 == 70 verschiedene Kreise,
erhalten.
c) Maximum der Gesamtleistung im Brückenzweig.
Diese Aufgabe hat nicht nur für Meßapparate Interesse,
sondern auch für Starkstrornapparate.
Wir wollen ein Beispiel aus letzterem Gebiete wählen. Es sei
die Aufgabe gestellt, ein thermisches Relais für Kurzschluß-
motoren zu bauen, welches etwa bei dem fünffachen Anlaßstronl
nach 10 Sekunden, bei geringer überschreitung des Nennstromes,
z. B. 1,2 fachem Strom, aber erst nach mehreren Minuten
einen Ausschalter betätigt- und daher den Motor und die Zu-
leitungen weitgehend schützt. Bei derartigen Relais zeigt sich
meist die unangenehme Erscheinung, daß durch den im ersten
Moment nach der Einschaltung auftretenden Rush-Strom, der etwa
den 15 fachen Betrag des Nennstromes erreicht, eine unerwünschte
Ausschaltung erfolgt. Diesen übelstand kann man vermeiden,
wenn :t;nan das Relais in den Brückenzweig CD (Abb. 83) einer im
Augenblick der Einschaltung ganz oder nahezu ausgeglichenen
Wheatstoneschen Brücke schaltet, so daß der Strom, welcher
die beiden Stromzweige ACB und ADB durchfließt, ohne Ein-
fluß auf das im Zweige OD liegende Relais bleibt. Die Punkte OD
müßten daher, da sie gleiches Wechselpotential haben sollen,
zusammenfallen. Im Interesse der übersichtlichkeit ist hiervon
in 'Abb. 83 abgewichen. Bestehen nun die Zweige AC und DB
aus Konstantan, die Zweige AD und OB dagegen aus Eisen,
so steigen die Widerstände der letzteren bei längerem Stromdurch-
gang infolge des hohen Temperaturkoeffizienten des Eisens der-
art, daß sich zwischen den Punkten OD (Abb. 83a) eine Span-
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nungsdifferenz bildet, welche zur Betätigung des Relais ausreicht.
Sind die (Widerstände oder) Leitwerte der Zweige AO, OB,
AD, DB gegeben, so drängt sich für den Konstrukteur die Frage
auf, für welche Spannung und Stromstärke, d. h. mit welcher
Drahtsorte er das Relais wickeln muß, um die größte Zugkraft
zu erzielen. Die Beantwortung dieser ~-'rage ist deshalb von
besonderem Interesse, weil bei dem an sich ungünstigen Wirkungs-
grad der Brückenschaltung die
Vernichtung unnötiger Leistun-
gen in den Zweigen AOB und
ADB vermieden werden muß.
Nimmt nun das Relais bei
einer bestimmten Bewicklung
einen Strom i~ und eine Span-
nung e~ mit einer gegebenen C 0
Phasenverschiebung cp auf, so
würde es bei einer Bewicklung
mit der doppelten Windungszahl
eines Drahtes von halbem Quer-
schnitt den vierfachen Wirkwider-
stand und auch den vierfachen
Blindwiderstand besitzen, also Abb. 83. Abb. 83a.
! i~ und 2 e~ aufnehmen, wäh-
rend die Phasenverschiebung des Stromes gegen die Spannung un-
verändert bleibt.
Wenn wir daher den gesuchten Leit"\\Tert des Brückenzweiges
mit ~- bezeichnen, so können wir die Phasenverschiebung von 15
~o
gegen ~o als gegeben betrachten und brauchen nur noch den
Betrag von li51 zu bestimmen.
Zur Erleichterung der Berechnung nehmen wir an, daß die
beiden Konstantanwiderstände den gleichen Leitwert j}-- und
~o .
ebenso die beiden Eisenwiderstände den gleichen Leitwert J3
~(im warmen Zustande) besitzen. 0
Da die ganze Stromverzweigung in den Stromkreis des Ver-
brauchers eingeschaltet ist, so ist der bei A zufließende Gesalnt"
strom i, aber nicht wie bei den vorhergehenden Berechnungen
die Klemmenspannung ~ z,vischen A und B, gegeben.
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(32)
~ ist daher nicht zu verwechseln mit der konstanten Bezugs-
spannung ~o, die wir nunmehr in Richtung von i annehmen.
Wenn wir hiernach die früher berechneten Gleichungen benutzen
wollen, müssen wir sie entsprechend umgestalten.
Nach GI. (7), (8), (9) und (2) ist für i2 = ja und j4 =-= i1
~ ja + i5
el = \!;. +' + 2' ,h la l5
_ (~ 11 + j5
ea - ~. +' + 2' ,II Ja Jfi
(37)
(34)
(41)
(38)
(39)
(35)
(40)
(42)
~ jl - ja
es = ~ jl + ja +2-i~ ,
1
1
= l!-Q: ja + k_
~o i1 + ja + 2 i5 '
i = k ~ j!j- i~_
a ~o j1 + ia + 215 '
15 = ~Q: i1 - h~~o jl + ja + 2is ·
In den GI. (32) bis (37) ist noch die unbekannte Spannung ~
enthalten. Diese ist zu eliminieren bzw. durch den Gesamtstrom i
auszudrücken unter Benutzung der Beziehungen
i = 11 + i3 ,
Danach ist
1= i1+ ia = ~ i1 (ja t i5).+ is (j~ + i5~ = (t 2i1lL+ i5 (t!-+ ja)
G;o h+Ja+ 2 ls ~o it+j3+2j5 ·
Daraus ergibt sich
Q: = Q:o i(j1+b±_2~
211 ia + is 01 + ja) ·
Dieser Wert in GI. (34) eingesetzt gibt
e = ~ __i(il - ja)
s 0 2 j1 b + i5(il + ja) ,
i5=~~.ja)~_.
2 h 13 + (Jl + Ja) j5
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Setzen wir zur Vereinfachung die Konstanten
i h - i3 == Q
h + i3 (43)
und
'). .
~l~ === {) (44)
i1 + i3 '
die in Abb. 83 b konstruiert sind, so können wir GI. (41) und (42)
schreiben
a
es = G:ob +: [s '
. ais
15 = o+~·
(45)
(46)
(47)
(48)
(49)
Hiernach können wir die in dem Brückenzweig aufgenommene
Gesamtleistung 91 == 91w+ 9(0 ausdrücken durch das Vektor-
produkt
Das Vektorverhältnis -~_.- transportieren wir auf die rechte0+ is
Seite unter Einführung des Spiegelvektors a(o+il\) und Benutzung
des spiegelnden Vektors (0 + is) und erhalten
m _ {~ o(o+il\) Q is }~,- ~o' (b + isf(iJ +ls) ·
Das Kreuzprodukt Q(o+ia) a ist aber nach Abschnitt J gleich dem
Quadrat eines Vektors a1 (Abb. 83b) in der Richtung 6 + i.> und
von dem Betrage Iall == IQI== la (oV +h)J· Daher ist
0(0 +h) l1 ai /a)2
(0 + is) (0 + is) = (b + iS)2 == /0 + bT2-
ein reiner dimensionsloser Skalar, also ein reeller, wenn auch ver-
änderlicher Zahlenwert Z2, und 9C ist daher zu schreiben
(50)
Da die Richtung von is gegen ~o nach den oben gegebenen Er-
läuterungen konstant .ist, so bringt diese Gleichung zum Aus-
druck, daß der Phasenwinkel von 9C konstant, nänllich gleich
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dem Winkel ~Oj5' ist, und daß sich nur der Betrag von i~J(1 mit
dem Betrage von 115\ ändert. Wir können daher GI. (48) schreiben
Iml = IQ: I· lal2 lisl. (51)
o 10 + i51 2 •
Wir kommen nunmehr zur Erörterung der Frage, für welchen
Wert von i5 die Leistung \m\ein Maximum wird. Hierbei ist zu be-
achten, daß 10 + i5\ der Betrag des Vektors 0+i5und nicht etwa die
Summe des Einzelbeträge 101 und \i5\ ist. Den Wert von Ib + 151
berechnen wir nach dem ,Kosinussatz, wobei ,vir den Phasen
winkel zwischen i5 und 0 mit 1p bezeichnen (Abb. 83b):
\0 + i51 2== 1012 + 21bl \i5\ cos 1p + 1i5\2. (fi2)
Abb.83b.
o
Abb.83c.
Da in GI. (51~. lQ:ol und lal2 Konstanten sind, wird Iml gleich-
·t· ·t 1151 • • .. .
Zel Ig ml 10 +1~12 em MaxImum. Fur)s = 0 wird m = 0 und
ebenso für i5 == 00. Es ist daher für einen Wert von i zwischen 0
und 00 ein Maximum zu erwarten. Dieses erhalten 5wir aus der
Beziehung
oder
(53)
1012 + 21 0Ilisl cos1jJ + lisl 2 -lisl (210 I cos 1jJ + 2!i,,/) = 0:
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woraus sich !i5/ 2 == 1012 und
!i51 == IuI (54)
oder mit GI. (44) lis! = 21, ili3, 11 ergibt.
h + J31
Hierdurch ist also auch der Betrag von li51 bestimmt, für
den SJI ein Maximum wird, nachdem die Richtung von i5 von
vornherein gegeben war. Der Abb. 83b ist dieser Betrag von 15
bereits zug~unde gelegt. Das aus 0, i5 und (0 + i5) bestehende
Dreieck ist somit ein gleichseitiges, und damit ist auch der Vek-
n ~~
(J. .,/" -..~~.<' ;7t~f(js) .
__ ±-'=Ic1S1
1 2 :J 4 /-6:/
Abb.83d.
2' ,
tor {) + i5 gefunden. Nach der Konstruktion des Vektors {) == ~~1~_.
i1 + i3
ist daher nur noch der Betrag von i5 gleich 101 zu machen. Der
Stromvektor a bzw. das Quadrat desselben \01 2 ist bei dieser
Konstruktion gar nicht benötigt. Es dient lediglich zur Be-
stimmung der Gesamtleistung in nach GI. (51) und zur Ermittlung
,der Vektoren e5 und 15 nach GI. (45) und (46). In Abb. 83c ist
e5 == ~o _0_ und is = _aj~__ in bekannter Weise ermittelt.[1 + 15 0+ 15
In Abb.. 83d ist der Wert von linl nach GI. (51) für veränder-
liche Werte von 1~11- dargestellt, wobei @o' a2 = 1 gesetzt ist.
Es ist eine Kurve dritten Grades, die an ihrem Anfang eine
Gerade unter 45 0 von außen und an ihrem Ende eine gleichseitige
Hyperbel von innen berührt. Das Maximu~ liegt über II~II = 1.
Da das Maximum für größere Werte von It~ sanfter abfällt, so
ist es, wenn man den für das Maximum geeigneten Drahtdurch·
messer nicht zur Verfügung hat, vorteilhafter, das Relais für
einen etwas größeren Wert von 15 als bzu berechnen. Nun ist aber
15 i5
~== ~o·
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Es ist daher vorteilhafter, das Relais für größeren Strom und
geringere Spannung zu wickeln als umgekehrt. Daraus ergibt
sich die Vorschrift, stets die nächst stärkere zur Verfügung
stehende Drahtstärke zu wählen, wenn die dem Maximum ent-
sprechende nicht zur Verfügung steht.
G. Spannllngsresonanz1).
In einem Stromkreise (Abb.84), der Widerstan~ R, Selbst-
induktionL und Kapazität 0 enthält, tritt Spann ungsreso nanz
ein, wenn die dem Strom um 90 0 voreilende S pan nung an der
Selbstinduktion L und die ihm um 90 0 nacheilende an der
Kapazität C gleich groß sind, so daß~~...., R l C]C ihre Summe gleich Null ,vird. In diesem
U '-'" Falle ergibt sich eine maximale Strom-
stärke, die nur durch die Netzspannung ~
Abb. 84. und den Wirkwiderstand R bestimmt
ist, während Selbstinduktion und Ka-
pazität bei der Berechnung des Stromes völlig ausscheiden. Bei
der Berechnung der Spannung an L und C sind sie dagegen zu
berücksichtigen, und es ist bekannt, daß diese Spannungen im
Falle der Resonanz gefährliche Beträge annehmen können.
Der Scheinwiderstand der drei hintereinandergeschalteten
Stromzweige ist
worin w die Kreisfrequenz und die Phasennacheihing rp des
Stromes S gegen die Spannung Ct
. 1
(JJL - ---
t (00gep=---
R
ist. Resonanz tritt daher ein, wenn
1
(oL == (J)()
1) Vgl. A. Fränkel: Theorie der Wechselströme, S. 22 u. 53. Berlin:
Julius Springer 1921. Der Verfasser schließt sich der vorbildlichen Dar-
stellung von Fränkel an, um damit den Nachweis zu erbrinaen daß sich
diese Probleme ebensogut und gewiß anschaulicher ohne imaginä~e Größen
behandeln lassen.
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(1)
(2)
ist. In diesem Falle ist der Scheinwiderstand gleich R. Be-
zeichnen ,vir daher den Wert der Kreisfrequenz w, für den sich
Resonanz ergibt, mit wo' so ist
1
Wo === --==== •
iLC
Bei dieser Frequenz tritt der Maximalstrom Jo auf. Es ist daher
E
Jo == R ;
Für jeden größeren oder kleineren Wert von w ist der
Strom J< J o • Für w == 0 (Gleichstrom) ist J gleich Null, da
die Kapazität für Gleichstrom undurchlässig ist; für 0) == 00 ist J
gleichfalls gleich Null, da die Induktion L hochfrequenten Strom
nicht durchläßt. Will man den Strom bei einer von Wo abweichen-
den Frequenz w bestimmen, so geht man vorteilhaft von dem
Grenzfall Wo aus. Sollen ferner die Wirk· und Blindwiderstände
durch Vektorverhältnisse ausgedrückt werden, so ist als Bezugs-
einheit für diese vorteilhaft in gleicher Weise der Resonanz-
strom So zu verwenden. Dann erhält man für R, L und C folgende
Beziehungen für den Fall der Resonanz (})o:
für R: ~ === ~ == R;SO So fm === G:;
(3)
fm ist in Phase mit So,
f2 eilt dem Strom So um 90° vor,
f~ eilt dem Strom So um 90° nach.
Der Vektor fm ist unabhängig von der Frequenz, die Beträge
der Vektoren f2 und fG: gelten dagegen nur für die Resonanz-
frequenz (°0 • Für eine andere Frequenz
0) == ocoo,
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und
worin d > °ein reeller Zahlenwert ist, ändert sich daher
f2 in bT2
1 1
f<r in b T<r == - b f2 .
Der Scheinwiderstand- aller drei Stromzweige ist
(7)
(6)
(4)
(5)
1
fm + 0f~+ ~f~1
So So So
und der bei der Frequenz 0) auftretende Stronl J
3 = .!. = So~ = 30 (t_ ...~." -~ .
f f (~1) ..
- fm + () - ~ T~SO Ö
Für wachsende Werte von c5 ist der Faktor (~ - ~))
o= 0,4 0,6 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0,
(c5- ~)= -2,10 -1,07 -0,45 -0,21 °0,1910,3670,6860,9751,2451,50.
+ -
Für c5 - !J.-l y5 = 1 + 2,236 = 1 618 wird c5 _ .!.. = 1. Der
2 ' ()
negative Wurzel,vert kommt nicht in Frage, da ,vir nur positive
Frequenzen (0 > 0) zu berücksichtigen haben. Für 0 == 1,618
wird daher (c5 - ~ )f2 = f2 ·
Die Spannungen an den drei Stromzweigen berechnen sich
aus der Beziehung
~ • ff. . r~ . r~ - f . ~ f . 1 f . f .c~n . ~B • c<r . \,!.I - m· U B •~ es:. ,
~ - (t 1 ~ 1 ~Gj;~R=fmT; Gj;2=c5 f2T ; (t<r=~fQ:T=-bf2T;
1 1
OfB Ö f<r if fB 1 1(t2 = Gj;m~ = c5f2; Gj;cr = G:m"· f~R = -G:~R fm = -;)fQ: = -bf2 (8)
und für den Fall der Resonanz (00 mit (~== 1 und (fm == er == fm
(l;2o = (l; !2 = f2; G:cro = (t fcr = f<r = -f.\J. (9)Tm fffi
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gewählt oder
Die Spannungen an den Reaktanzen sind daher im wesentlichen
abhängig von dem Verhältnis _,Ite = l/~ und können ein Mehr-
fml R·
faches der Netzspannung erreichen, wenn f2 bzw. fa; groß im
Verhältnis zu fm ist.
In den Abb. 85 und 86 sind diese Entwicklungen konstruktiv
ausgewertet. Dabei ist zunächst
V~=R.
In Abb. 85 sind fm = OA, f2 = OB, fa; = oe und Q; == OA,
im Spannungsmaßstab gemessen, und .so = OD, im Strommaß-
stab gemessen, dargestellt. Sodann sind auf der Senkrechten AF
zu OA die Werte (b - ~ )fE von A aus aufgetragen und die
betreffenden Endpunkte dieser Strecken mit dem Werte von !5
bezeichnet. Der Punkt L (1,6) entspricht daher der Strecke
AL = (1,6 - 1~6)fE = 0,975 fE und der Vektor f= fm + (b - ~ )fE
der Strecke 0 1,6 == OL . ~ Q;
Für eine Frequenz w == ~wo ist nach GI. (5) ;: == -. Man
rtSo l
erhält daher ~, wenn man das Dreieck OGn C'oJ OAL zeichnet.
Da aber ~OAL == ~OGD == 90° ist, so liegt G auf einem
Kreise über OD ==.so als Durchmesser, und OG == S ist das
Spiegelbild von OH === SQ;' Man hat daher für l5 == 1,6 nur den
StrahlOL zu ziehen und zu dem Schnittpunkt H mit dem Kreise
den Spiegelpunkt G aufzusuchen. Jeder anderen Frequenz (~(J)o)
entspricht ein anderer Strahl. - L
Vorstehend ist die Größe v~n IfEI = Ifml gewählt oder VC = R.
Wäre aber beispielsweise V~ = 4R, so müßte die Punktskala
a.uf AF viermal so groß gezeichnet '\verden. Statt dessen kann
man auch eine neue Senkrechte im Abstand OK === -1-0...4 ziehen,
auf ihr die gleiche Punktskala abtragen (in Abb. 85 sind nur die
drei Punkte @, @, @ eingetragen), von 0 aus die Strahlen
nach diesen Punkten ziehen und ihre Schnittpunkte mit dem
Kreise über OD und deren Spiegelbilder ermitteln.
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J I~I •
In Abb.86 sind die Werte - = J21 als FunktIon der Fre-
. Jo IrJol _ 1_ I _
quenz (ö) für die Werte Iftd = Jfml, If21 = 4\ Tml, IT2 i === 10 ITffil
in orthogonalen Koordinaten aufgetragen. Man erkennt aus dieser
lJ,s
4~
, \\ /16
*' \c \
\
\
\
\
\
\
\
\
Abb. 85.
Abb. 86.
Abb.87.
Darstellung, wie mit der Vergrößerung von f2 das Strommaximum
. fm
eine ausgeprägte Spitzenbildung zeigt. Dagegen läßt diese Ab-
bildung gegenüber der Abb.85 die Phasenverschiebung vonS
gegen @ nicht erkennen. Die Darstellung Abb.85, aus der die
Phasenstellung von 3 hervorgeht und bei der der geometrische
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Ort von ~ in einfachster Weise durch einen Kreis dargestellt
wird, zeigt nur den übelstand, daß die Spitzenbildung nicht so
scharf wie aus Abb.86 hervortritt. Trägt man aber die Werte
von 0 in den Kreis ein, so ist aus dem schnelleren oder lang-
sameren Fortschreiten der o.Werte auch die Spitzenbildung zu
erkennen. In Abb. 87 sind schließlich für 0 == 1,6 und fE == f~~
die Spannungen Q;iJl' Q;Q: = - ~ fß' Q;ß = (l fß, die Spannung Q;
und der Strom S== So a; konstruiert. Eine Erläuterung erübrigt
f.
sich, es sei nur erwähnt, daß in dieser Abbildung S in die Richtung
von (So) gelegt ist und daher @ in die Richtung (f) fällt.
H. Stromresonanz.
Liegt an einer Spannung @ (Abb.88) eine Selbstinduktion L
mit einem Vorschaltwiderstand R1 und eine Kapazität C mit
einem Vorschaltwiderstand R 2 , so tritt Stromresonanz ein, wenn
sich die Kombination aus der Parallelschaltung von (R1 und wL)
mit (R2 und wIe) für die in Frage kommende Frequenz wdurch
einen Wirkwiderstand ersetzen läßt. Es soll nachstehend er-
mittelt werden, für welche Werte von R 1 , R 2 , L, C und w dieser
Fall eintritt. Bei der Spannungsresonanz, bei der nur ein Wirk·
. widerstand R in Frage kam, ermittelten wir die Resonanzfrequen~
1
zu Wo == -'=.==-. Bei der Stromresonanz, bei der noch ein zweiter
VLC
"\\Tirkwiderstand hinzutritt, wird sich im allgemeinen ein von (00
abweichender Wert ergeben.
Es sollen nun nachstehend zwei Fälle durchgerechnet werden:
1. R 1 , R 2 , L und C werden als gegeben angesehen, und es
soll diejenige Frequenz w == oWo erlnittelt werden, bei der Re-
sonanz eintritt. Als Bezugseinheit für die Frequenz wird hierbei
I
der Wert Wo == -===- angenommen.
yLC
2. Es ist die Frequenz w gegeben, ferner die Werte R 1 , R2
und eine der beiden Reaktanzen L oder C, beispiels,veise C, und
es soll der Wert der zweiten Reaktanz, beispielsweise L, ermittelt
werden, bei der Resonanz eintritt.
N a tal i s, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 12
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Da es sich nach Abb.88 teilweise um eine Hintereinander-
schaltung, teilweise um eine Parallelschaltung von Schein,vider-
ständen handelt, so ist es an sich gleichgültig, ob die Be-
rechnung
a) mit Scheinleitwerten (i-Werten) oder
b) mit Scheinwiderständen (f -Werten)
durchgeführt wird. Beide Ansätze müssen dieselben Resultate
ergeben und sollen wegen ihres Lehrwertes durchgeführt
werden.
Die vier Scheinleitwerte bzw. -wi.derstände werden ,,,jeder
durch Vektorverhältnisse, 1- bzw. 2,dargestellt; die gewählten
~ ,,50
Bezeichnungen und Indizes sind aus Abb. 8B und 90 zu ersehen,
,vobei die Bezugseinheiten a; bzw. ,so fortgelassen sind.
Es werden daher dargestellt:
Aus vorstehender rTabelle geht hervor und Blag, um Miß-
verständnissen vorzubeugen, besonders betont werden, daß unter
h~ 'und j~ (bzw. fB' fQ:) im Fall I und 2 verschiedene Werte zu
verstehen sind, da im Fall 1 t2 und j~ sich auf die als Einheit
gewählte Frequenz Wo =~_, im Fall 2 dagegen auf die für
l/LC
den Fall 2 gegebene Resonanzfrequenz W beziehen.
1. Bekannt sind: Rl , R 2 , L·, C, Wo == ..~.; gesucht wird die
-yLC
Resonanzfrequenz w = oWo, d. h. der Zahlenwert ö.
Abb.88.
Strolnresonanz.
ce
Abb.89. .Abb.90.
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a) Berechnung mit Leitwerten.
Es ist zunächst nach Abb. 89 und 91 für ~ === 1 der resultierende
\Vert XI der hintereinandergeschalteten Werte i1 und j~ zu bilden.
Diesen erhält man nach Abb. 17b bzw. 91, indem man von 0
aus ein Lot OC' == XI auf die Verbindungslinie AB der Spitzen
von jl und jß fällt. Ebenso erhält man den Leitwert i(II, indem
nlan OF -L DE 02 und jo) zieht. Um schließlich den Leitwert A-
der Kombination der vier Scheinwiderstände zu erhalten, konstruiert
man aus XI == oe und XII === OF das Parallelogramm OCGF,
(lann ist die Diagonale OG der Leitwert i~der ganzen KOlll-
bination. l~esonanz tritt daher ein, wenn OG == 2 in die Rich-
tung von (i: fällt oder wenn das Lot CIl auf Q; gleich dem Lot KF
auf Q; ist. Nun ist
eH JhJ .
j~IJ- vH + j~ und
I~II_
!h~ll- - vii + j~ , (1)
daher
CH = ljlll~!L =.}i Ij~~i
vH + jB J1 + JE
. j~ /jo:!
und entsprechend KP = ß+T&'
12*
(2)
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- ~ - r~ 1/0 h··
12 = R
2
' l~ = ~ VL nac eInIgen
~.__ ~ =1/1~_~_~~.1) (3)
- - - --R~j~ j~ O-
Der negative Wurzelwert für Ö kommt nicht in Frage, da nur
positive Frequenzen zu berücksichtigen sind. Beschreibt man
daher nach Abb. 93 über i1 = 00 und i2 = OD je einen Halb-
kreis und mit iE = OL um 0 einen Kreis, der die ersteren beiden
Kreise in A bzw. B schn"eidet, so ist
Dieses sind die Werte von OH bzw. KF für die Frequenz wo.
Die Werte für die Resonanzfrequenz w = ~wo erhält man, wenn
man nach obiger Tabelle für den Fall la für Ihd ... -~ lid und für
li~l. · · ~ \i~\ einsetzt. Dadurch ergibt sich
'
21 1' ,
hblEI _ i~{) li~L
1 - '2 + ~2'2
-2 + '2 12 u J~h J2Jß
- ~und mit 1i~1 = \jEI, 11 = [f'
"Umstellungen 1
und
AO=yji - t~ und BD = yj§ - i~
l/~ l/~~h -12 = sinex- und ~12 - 1,2 = sinß
11 i2'
sintX AEdaher 0 = --------- = -- (4)
sinß BF·
Um die Vektoren ~ iE und {)i~ zu konstruieren, macht man
F H = EJ = OL = i,2 und legt durch den Schnittpunkt G von
AB mit der Abszissenachse die Strahlen GH und GJ. Dann
erhält man FMI = ~ iE und K E = + {) i~ . Trägt man die
1) In der angezogenen Literaturstelle ist der Fall il = j2 oder R1 = Ru
wobei ~ = 1 wird, eingehend behandelt. Darauf soll hier verzichtet werden,
da die R I entsprechenden dielektrischen Verluste der Kapazität jedenfalls
nur zufällig den R2 entsprechenden Wattverlusten der Drosselspule (bei
gleichem Strom) gleich sind.
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Strecke ~ jß = FM! = OM und !5j(!; = KE = ON auf der
Ordinatenachse auf und konstruiert die Lote OP bzw. OQ auf
1JJ.C bzw. ND, so ist die Diagonale OR = 2 des aus OP und OQ
konstruierten Parallelogramms der Leit.wert 2 der ganzen Kom-
b.ination im Falle der Resonanz w = owo• In Abb. 94 ist schließ-
lich für einige andere Werte von 00 , 0, °1 , ~2 der resultierende
N
Abb. 93.
/~/ /
/
M
~
Abb.94.
Leitwert 20 , 2, 21 , 22 konstruiert und der geometrische Ort für die
Spitze von 2 ermittelt.
Aus Abb. 93 wie aus der GI. (3) für 0 ist noch zu erkennen,
daß der Resonanzwert 0 imaginär wird, wenn der mit j~ == OL
beschriebene Kreis nur einen der beiden über il und i2 be-
schriebenen Kreise schneidet, d. h. wenn lill < \i~1 < li2\ (oder
li21 < liid < Iil j) ist.
Wird aber li21 < li21 > lil/' so wird 0 wieder reell. In diesem
Falle ist zu schreiben
(5)
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Zur konstruktiven Auswertung dieser Gleichung hat man über h.l
als Durchmesser einen Halbkreis und mit 11 und j2 als Radien
.Kreise um 0 zu beschreiben usw.
b) Berechnung derselben Aufgabe mit
Scheinwiderständen.
l/ '~=-~) fr J1 ctGI 3) .i 2 11· f .. .Set:en~ in . ( : u = ~ _-r' a gemem ur - = 110
oder T = ~3~' 12 I:!
il
so erhalten wir
also 1
(6)
Hierdurch ist die Lösung auf den Fall la (Berechnung mit Schein~
widerständen) zurückgeführt.
2. Bekannt sind: R1 , R 2 , C und w. G'esucht der
Wert von L, für den Resonanz eintritt.
a) Berechnung mit Leitwerten.
Werden die gegebenen Scheinwiderstände durch Leitwerte
ausged.rückt, so wird in Abb. 91 und 95 für a; === 1
"
"
"
"
der Leitwert von 1- durch il = OA.
1
1
" R
2
:" b = OD,
"wO " j(1 - OE
dargestellt.
und der noch zu bestimmende
L . 1eltwert von wL durch h~ = OB
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Abb.95.
/
/
/
/
/
\
\
\
\
\
\
\
\
\
Den resultierenden Leitwert "'I :=:: 00 von 11 :=:: OA und i~ :=:: OB
erhält man, indem man nach Abb. 17b bzw.91 OO:=:: "'I -l.
zU AB zieht, und ebenso den resultierenden Leitwert "'lI :=:: OF
von i2:=:: OD und jG:
:=:: OE , indem man
OF:=:: "'11 -l. zu DE
zieht. Der resultie-
rende Leitwert A :=:: OG
von "'I und "'11 wird als
Diagonale 0 G des aus
"'I :=:: 00 und "'lI :=:: OF
konstruierten Paral-
lelogramms erhalten.
Soll 0 G :=:: Ä, für den
Fall der Resonanz mit
der Richtung von Q; zu-
sammenfallen, so müs-
sen wieder die Höhen
FKund OH der Drei- O~-T:i-f'~~_---':"'~~--r~~-....;.:;.:;..~Q
ecke OGFund OGO
gleich groß sein. Bil-
det Ulan nun von der
Figur OAOB das Spie- tI~
gelbild OAO'B', so 8
muß C'F parallel Q;
sein. Da ferner die
<r.O~F'D und OO'A
gleich 90 0 sind, so
liegen F und C' auf
den Halbkreisen über
il bzw. i2· Da der
Punkt F durch i2 und IG: I;; /
gegeben ist, erhält man 8, I
den Punkt 0' als
Schnittpunkt der Par-
allelen FO' zur Abszissenachse Init dem Kreis über il· Kon-
struiert man nunmehr den Spiegelpunkt C zu C' und zieht
eine Gerade durch A und 0, so erhält Inan in OB den gesuchten
Leitwert i,S3·
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Die Abb. 95 läßt aber erkennen, daß die Parallele zu Q; durch F
mit dem Kreise über il außer C' noch einen zweiten Schnittpunkt J'
ergibt. J' ist als Spiegelbild der Punkt J zugeordnet und der
Strahl AJ schneidet auf der Ordinatenachse einen zweiten WertjE = OBI ab, für welchen gleichfalls Resonanz eintritt. Der
resultierende Leitwert aus 11 = OA und jE = OBI ist x[ =OJ
und derjenige von x[ = OJ und xII = OF, nämlich A'= OM,
wird erhalten, wenn man aus x[ und "'11 das Parallelogramm
OFMJ konstruiert. Damit ist die Aufgabe an sich gelöst. Abb.95
läßt aber weiterhin erkennen, daß die Leitwerte xI = 00 und
,,~ = OJ nicht nur mit xII = OF Resonanz ergeben, sondern auch
noch mit einem weiteren Leitwert xII = ON, der sich aus dem
zweiten Schnittpunl{t der Parallelen zur Abszissenachse durch F
ergibt. Die Kombination von xII = ON mit xI = 00 bzw. "I = OJ
ergibt die weiteren Parallelogramme ONPO bzw.ONQJ und
die resultierenden Gesamtleitwerte ft bzw. ft'. Es ist aber hierbei
zu beachten, daß xII die Resultante aus j2 und einem neuen, nicht
dargestellten, Wert i~ ist, der von dem in der Aufgabe gegebenen ab-
weicht. Jedenfalls erhalten wir aber das interessante Resultat, daß
für den Resonanzfall xI' XII "11' "11 nach nebenstehendem Schema
"1-"'11,>< I paarweise zugeordnet sind.
"'I-XII
b) Berechn ung derselben Aufgabe mit
Scheinwiderstä nden.
Es werden dargestellt in Abb. 96:
R1 durch fl = OA bzw. fl : ~o,
R 2 " f2 = OD " f2: ~o,
wIe " f(l: = OE " f(l:: 30
und der noch zu bestimmende Wert
wL durch fB = OB bzw. f2 : ~o.
fl = OA und f2 = OB setzen sich zu 'dem resultierenden Vektor
gl = 00 und f2 = OD und f~ = OE setzen sich zu dem resul-
tierenden Vektor gII = OF zusammen.
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, ~ ~
Die Parallelschaltung von ~~ und ~ ergibt einen neuen Leit-
t · So _ So So 91 911wer ---+- worausq 91 911 '
~=~~-y- (7)~1 + 911
folgt.
----
p
r:;
\ r;
\ .•//
'//\
/ \
\
\
J
\
\ /
\(
"/\
-M / ",\
T
If:'
Abb.96.
Die Konstruktion von 1) nach vorstehender Formel, die in
Abb. I8a und 92 gegeben ist, soll hier der übersichtlichkeit halber
nochmals entwickelt werden. Die Gleichung besagt, daß der Vektor
g11 = OF mit dem Vektorverhältnis gl zu multiplizieren ist
(oder 91 mit 911 ) • gl + gn
91 + 911
Wir bilden daher 91 + 911 === OG und tragen an OF = 911
das 6 FOH C") DGGe an, wodurch wir OB === 1) erhalten.
Im Falle der Resonanz soll nun 1) mit der Richtung von 30'
. wie in der Abb. 96 dargestellt, zusammenfallen. Aus dieser
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Bedingung wollen wir nun rückwärts die Lage von gI == (JO
U:nd den Betrag von f2 = OB ableiten. Zu dem Zweck beschreiben
wir einen Kreis, der durch die Punkte 0 und F geht und die
Abszissenachse in 0 tangiert, und ziehen ferner im Abstand
OJ== -f} eine Senkrechte JK. Dann ist 6FKO~ 6GOO
und 00 == OK liegt in der Verlängerung von KO, denn der
4:. OKF ist gleich dem Winkel zwischen der Sehne OF und
der Tangente OH, und dieser soll nach der obigen Konstruktion
von 91911 gleich ~OGG sein. COFG ist daher das ge-
91 + 911
suchte Parallelogramm aus 91 und 911' und damit ist 91 gefunden.
Die Zerlegung von 91 = 00 in seine Komponenten fl == OA (ge-
geben) und f2 = OB (gesucht) erfolgt durch Parallelen zur
Ordinaten- und Abszissenachse durch den Punkt C. Damit ist
der gesuchte Vektor f2 = OB gefunden. Das Lot J K besitzt
aber noch einen zweiten Schnittpunkt L mit dem Kreise FOK.
Daraus ergibt sich eine zweite Lösung 9~ == OP == LO und das
zugehörige Parallelogramm FOPQ. Der resultierende Gesamt-
widerstand 1)' == 0 R wird ermittelt, indem 6 0 FR C'.) 6 0 QP
konstruiert wird.
Die gleichen Vektoren 91 == 00 und 9[ == OP würden aber
auch mit dem Vektor g~I == OS Resonanz. ergeben, der dem
zweiten Schnittpunkt S von DF mit dem Kreise entspricht,
wodurch die Parallelogramme OOTS bzw. OPUS entstehen.
Der resultierende Gesamtwiderstand ergibt sich hierbei zu
1)" == OV (bzw. 1)'" == OW), indem L OSV ~ 60TO (bzw.
6 OSW C'V 60UP) konstruiert wird.
Wir finden also auch bei dieser Darstellungsweise die paar-
weise Zuordnung von
für den Fall der Resonanz, wobei wieder zu beachten ist, daß
der Vektor g~I sich aus f2 und einem von dem gegebenen Wert f~
verschiedenen Vektor f~ zusammensetzt.
Es sei schließlich noch erwähnt, daß die Eckpunkte QGUT
der vier Parallelogramme auf einer Senkrechten iln Abstande
fl + f2von 0 liegen.
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J. Die Berechnung' von Transformatoren
und Asynchronmotoren.
Wir legen der Berechnung einen sch",'ach gesättigten Trans-
formator mit dem Übersetzungsverhältnis 1 : 1 zugrunde und
stellen ihn durch das bekannte Ersatzschema Abb. 97 eines ideellen
Transformators dar, bei deIn der prünäre und
sekundäre Streufluß getrennt von dem Haupt-
fluß ängenommen ist. Da der letztere Prilnär- .
und Sekundärwicklung in gleicher Weise durch-
flutet, so erzeugt er in ihnen die gleiche Spannung.
Wir können daher die Klemmen dieser beiden
Wicklungen verbunden und letztere durch eine
einzige ideelle Wicklung ersetzt denken, die von der
vektoriellen Differenz 1 des Primärstromes 11 und
Abb.97.
o
Ahb. HS.
des Sekundärstromes 12 durchflossen wird. Den Scheinleitwert dieser
Wicklung bezeichnen wir durch das Vektorverhältnis ~ und die
Scheinleitwerte der von deIn primären bzw. sekundären Streufluß
induzierten ideellen Wicklungen mit ~ bzw. ~. Die sekundäre
Belastung des Transformators wird durch den veränderlichen
. 1)Scheinleitwert~ dargestellt. Die primäre Klemmenspannung
(Abb.98) wird mit ~1' die sekundäre mit ~2' und die Teilspan-
nungen werden mit e, e1 , e2 bezeichnet. Je ~achdem der Trans-
1) Statt der Scheinleitwerte i, iI' i2' j.r lnit der Bezugsspannung (t
. .. .. f (_ ~) ll' ~'kann man auch dIe Scheln,vlderstandc~ - ~ , C', ( =~.) USlV. benutzen,
, ,\) 1 '\..\ \ h
Die Ergebnisse dpr Rechnung bleiben dabei unverändf'rt,
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formator von links oder rechts gespeist wird, wird ~1 oder (fz
gleich ~ gesetzt. Dieses Ersatzschema dient in gleicher Weise
zur Berechnung des Asynchronmotors, wenn Q;2 als Sternspan-
nung des Läufers und die sekundäre Belastung des Transforma-
tors (~) als induktionsfrei (i", 11 Q:) angenommen wird. Unter dieser
. .. (2 ix) jx IOOON
spezIellen Annahme 1st (Q:2 12) = Q:2 ~ = 1000 N, also W= ~~ -,
worin N die Nutzleistung in Kilowatt bezeichnet. In den nach-
stehenden Berechnungen wird aber die Richtung von jx gegen-
über ~ vorläufig als beliebig, aber konstant angenommen, während
der Betrag von Ilxl veränderlich ist. Aus Abb. 98 ist abzulesen:
~l=el+e; (1)
e=e2+~2; (2)
11 = i + 12 • (3)
Ferner ist
= ~ e;
· lt11 = ~ el ;
(4)
(5)
(9)
(8)
(6)
daher
. j2 ix ~
12= ~ e2 = ~ ~2 ,
+ ~ · ~ (1 1) . j2 -t- jxe = e2 ~2 = 12c -;- + -;- = 12~ -.-.- ;12 Jx J2 Jx
· j2 jx e
12= i2 + ix ~ . (7)
Setzt man die Werte für i, 11' 12 GI. (4), (5), (7) in GI. (3) ein,
so erhält man [neben GI. (1) unq (2)] eine dritte Gleichung für
die vier gesuchten Spannungen e, e1, e2 und ~2:
· · + j2 ix . (h el = 1e -;--+. e = h (5;1 - e) .
12 Ix
Setzt man hierin ~l gleich der Bezugsspannung es; , so ist
e = (1; il.. = (1;. . !1 i2 + il i", ;
j + 11 + -.~1~.;._ (J +h) J2 + (j + il + j2) ix
I2 + Jx
e = ~ - e = ~ j j2 + (j + j2) ix
1 (i + il) j2 + (j + h+ 12) jx •
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Da ferner nach GI. (6)
so ist
(11)
(10)
(13)
(12)
(14)
~~_ === e2 jx und ~2 ~2 j2
e2+ ~2 e r;-+-i~ e2+ ~~ === e === i2+ Tx ;
e == e_L === ~ jljx .
2 i2 + ix (j + jl) j2 + (j + jl + i2) jx '
~ === e~- === ~ . h j2 . _ .
2 i2 + jx (i + il) i2 + (j +it + j2) jx '
i = j iti2 + iti:t . .
(j + jl) 12 + (j + jl + j2) ix '
i-i jj2 + (j + i2) i", .
1 - 1 (j + il) i2+ (i+ jl+j2) jx '
.. jl ix
t - J -----:::....:..-----
2 - 2 (j +h) j2 + (j + jl + j2) jx •
Die Scheinleitwerte ~ · i bzw. il i2 sind vorstehend als bekannt(t
und ix als veränderlich angenommen. Tatsächlich sind aber die
Vektoren i, il' i2 ideelle Konstanten, welche sich der direkten
Messung entziehen, während ix gemessen werden kann. Die Vek-
toren i, il' i2 können aber aus den Resultaten von Leerlauf-
und Kurzschlußversuchen bestimmt werden, und zwar kann man
bei diesen Versuchen den Transformator sowohl von links (Primär-
seite) wie von rechts (Sekundärseite) her speisen. Im letzteren
Falle ist der regelbare Scheinleitwert ~ auf die linke Seite d~r
Abb. 97 zu schaffen. Zur Unterscheidung soll er hier mit }1/_
~
und die Netzspannung in allen Fällen mit ~ bezeichnet werden.
Die Bezeichnung der Leerlauf- und Kurzschlußströme 11 , 12 , f1 ,
12 , 13 , f4 sowie der Spannungen el' eIl' Ck' e 1 k' e 2k' ~2l sind
aus den Abb. 99 bis 102 zu ersehen, welche die vier nlöglichen
Versuche schematisch darstellen. Die ungeraden Indizes gelten
dabei für die Speisung von links, die geraden für die Speisung
von rechts. Zur Bestimmung der drei Vektoren j, il' j2 sind
jedoch nur drei beliebige der sechs meßbaren Vektoren 11, 12, f1 , f2,
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t3 , t4 erforderlich. Da aber die nachfolgende Rechnung ergibt,
daß stets t3 == f4 ist, so sind nur noch fünf derselben verfügbar.
Daraus lassen sich zehn Pernlutationen von je drei Größen
bilden, nämlich
/
{ /{1 /{ /f1~ xc f f f 1 f f/ f f 1 1 {/ f
11' 12' 3' 1 2~ , 1 3'" ' 2 3""" 1 2~- 2 .
12 "1 2 (2 f3
Sind aber drei dieser fünf Größen bekannt, so sind dadurch nicht
nur die Größen i, j1' j2 bestimnlt, sondern auch die noch fehlende
Abb.99.
Abb. 101.
.Abb. 100.
Abb. 102.
vierte und fünfte gegeben, denn die Eigenschaften des Trans-
formators sind ja durch die Werte j, jl' j2 eindeutig bestimmt.
Setzt nlan in den GI. (8) bis (14) nacheinander i
x
=== 0, jy === 0,
ix = 00, jy = 00, so erhält man für
Gl.(S),(9)u.(1O) ix=O: Cl={5;i~il; Cl1={5;r~1~; C21=O; (15)
GI. (11) jx == 0: ~21 = ~ j1 .
j + i.t'
Gl. (SiÜ(9)u. {iX = 00; Cl = {5;r+f:+G;
e21 == u: -.- }_l- --;- ;
1+ h + J2
GI. (13) J'x === 0: r - jj1 .
1- j +j1'
(16)
~ t-t- j2 }Clf = {5;[+ h+ i2; (17)
(18)
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GI. (13) jy == 0: { __)12_ 02 gegen 11 vertauscht) ; (10)
2 - j --t- ~j2
GI. (13) ix == 00: f . j + i2 (20)1==hj+j1+i2;
GI. (13) jy == 00: f · i+h C . h) (21 )2 == l2. +-.- -;-- l2 gegen h veltausc t ;
J 11 +J2
GI. (14) Ix == 00: fa = ~ ;'d~~ (22)J- h 12 daher ist stets f3 == f4
ca. (14) jy == 00:; f -~~-~ 02 gegen i1 vertauscht). (23)
4 - 1+i1+12
Es mögen nun die obengenannten 10 Fälle durchgerechnet
\verden, wobei einige derselben aus 8ymmetriegründen durch Ver-
tauschung der betreffenden Indizes bestimmt werden können.
!)ie letztgenannten Resultate sind in Klammern gesetzt.
a) Gegeben f1 , f2 , f3 •
Aus den GI. (20), (21), (22)
f = i j +j2_ (20)' f = i j ±jl__ (21)' f _~iIi~ ('N)
1 1j+j1+i2 '2 21+11+i2 '3 - i+i1+j2 ......
ergibt sich
_!!- - !~ j~.
f3 j2
f2 !_-T- 11.
f3 j1
Diese Werte in GI. (22) eingesetzt gibt
. f1 f2 - f~
t == f
3
;
. f1 f2 - f;1.
h == -t~ - f3 '
. f1 f2 - f~J - -- .... ---
2 - f
1
- f3 •
(24)
(25)
(2fi)
(27)
(28)
b) Gegeben l1' f1 , f3 , (1 2 , f2 , f3)·
Aus den GI. (18), (20), (22)
l'J'} J' + J'2 () f. _ i1j~ (It)~))r == --_.- (18)' f == j------ 20' 3 - ... -1 j + j1 '1 1j + j} + j2 ' i + jl + b
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(34)
(29)
(31)
(33)
(32)
(30)
f1 j :- i2. i
2
=j~_ = i;-l~_;
f3 J2 f1 - f3 1- 12
j = 12t-(= \:2);
. fi (, f2 ) •h == 12 ) == 11 --f- ,12fl-f3(f1-f3 f2 - 3
><1)
i2 = 12f1 ~ f3 ( = 114f2- fjf2- f) ·
d) Gegeben 11 ,12, f1 , (12,11 , f).
Aus den GI. (18), (19), (20)
1 ==~ (18)' 1 == ik- (19)' ,j+ 12 (20)
1 j + it ' 2 j + i2 ' f1 = h i+ h+};;
ergibt sich
. '2
i1 == f1 :-_L1 ; j2 == 12 -.-1; f1 == 11~l -1--;I-I J-2 }-12
i2 = !t_12~~ (== 11 12 f2 ) • (35)
f 1 - 11 f2 - 12
1) Dieses Zeichen deutet die Entstehung der eingeklammerten Glei·
chungen qurch Vertauschung der Indizes 1 und 2 an.
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Aus dieser quadratischen Vektorgleichung ist zunächst j zu
bestimmen, dann ist
j - t _J__ . (36)
1 - 1 i - {1'
j2 = [2 j~-l~ . (37)
e) Gegeben f1 , f2 , 11 , (f2 , f1 , 12).
Nach GI. (32) ist 12 f1 == 11 f2 , daher kann GI. (35) auch ge-
schrieben werden:
'2 ==1 ~(==l ~)1 If -1 2f -1 .
1 1 2 2
(38)
Aus dieser quadratischen Vektorgleichung ist zunächst j zu
bestimmen, ferner ist nach
GI. (35) (39)
(40)
(41)
j zu
. ,11 ( , f1 {2 )
h == 1r-=~ == 1i f2 - f1 {2 ;
>(1)
GI. (20), (21), (39) j2 = j ~_!2!!_t (= j;-~) .
Jf1 - f2 l1 J - 12
f) Gegeben f3 , 11 , 12 •
Aus den GI. (18), (19), (22)
f = A (18)' t = -~ (19)' f - __lt~_ (22)
1 i + jl '2 j + j2 '3 - j + it + i2
ergibt sich
, j Ilh=j_i~;
. i 12 j f1 12
J2 == -,-'{ ; f3 == '2 1 r ;J- 12 J - 1 2
'2 ,f1 f2J - J --- - == r1 12 •f3
Aus dieser quadratischen Vektorgleichung ist zunächst
bestimmen, dann ist
(43)
(42), '{ jh == 11-'-r;1- 1
, r j
J2 == 2 -,-'( •
1-12
1) Dieses Zeichen deutet die Entstehung der eingeklammerte n Glei-
chungen durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 an.
N at a 1i 8 Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 13
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Aus den Dreifachgleichungen (29) und (32) ergibt sich
a) b) c) d)
. I1 fs 12 fs r2 f1 11 f 21------=-=-
, - 11 - 11 - f2 - 12 1s fs
und aus
c) d) { -
11 _ .!! . 1 - 12 11 . 1 _!1 f2 • f f 11 . f f 1211 - 12' 1- 12 ' 2- 11 ' 1= 2r; , 2= 1t;:" ;
(
13 11 I~ 1 - ~1J!+~ .1
2
_ 1
2
= "fa"; ~ 11(12- (2) ; 11= 12~ 12; 2- 11 '
b) c) 1 1 - 1~1 -J.~__,).
2 - 1
1
'
(
lI fs f1 2 12 (f ) ~ f 1 11 I"
11_ 11= 12t;; 13= 1;11 1 - 11,,;. 11 - 1 1 = r; ~;
a) c) 1 f2 1 rlI 2 1 • 1 1 13 .
1 = 12 11 + f~' 2 = f1 (fl --l~)'
(
13 _ f2 • 2 _ f ). f _1_1 f2 + f~. f~11_ 11- "fa ' 13 - 2(11-11' 1 - 12 ' 12= 11 .~;
a) d) _ 1
1
1
2
_ f~.
11 -----,12
b) d) J121213112 = 11,1:2
1
: I~ I~ = ~:112 (12~11;~; I§ - 1212= 121:~;
1 1= 12(12-(2); 2= 1~-f2-+T~'
Diese Beziehungen zwischen den Vektorgrößen i, il' i2 und
11 , 12 , 11 , f2 , f3 sowie der letzteren untereinander sind in der nach-
stehenden Formeltabelle (S. 195) übersichtlich zusammengestellt.
Einige dieser Beziehungen führen zu quadratischen Vektor-
gleichungen (in der Tabelle stark umrahmt), deren Lösung in
Abschnitt J eingehend behandelt ist.
Die Richtigkeit der entwickelten Formeln wurde durch einen
Versuch nachgeprüft. Dabei wurde ein Transformator (Überset-
zung 1 : 1) mit absichtlich sehr großer Streuung benutzt, um ver-
hältnismäßig große Leerlaufströme zu erhalten. Ferner wurde die
Sekundärstreuung durch einen Luftspalt innerhalb der Sekundär-
wicklung gegenüber der Primärstreuung künstlich vergrößert, um
-=-r Durc". versuc.he 1 i
Nr.\ ermittelt h h 11 f2 13 11 I' 12I f1 \ 12 i fa I [1 i {2 ;
11 f~
---
f1(fl-h)
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möglichst verschiedene Phasenwinkel der Leerlauf- und Kurz-
Echlußströme zu erhalten.
Speisung des
Transformators Es wurden gemessen für G: = 18 Volt
~ @;2I = 11,2 Volt
~ 11 = 0,55 Amp cos 11 , ~ = 0,28
~ 13 = 0,77 " cos12 , ~ = 0,35
~ f1 = 1,23 " cos f1 , Q: = 0,445
~ f2 = 1,73 " COSf2'~ = 0,51
~ f3 = 1,078} C'.) 1,082 A cos f3 , ~ = 0,538} C'.) 0,533
+- f4 .::;:: 1,086 cos f4 , ~ = 0,529
Der Abb.103 sind nun die gemessenen Werte von 11 , f1 , f2
zugrunde gelegt. Dann ergibt sich ~21 === 11,4 Volt statt 11,2 Volt,
12 1,73 ,..12 = 11~ = 0,551,2:~ = 0,774 statt 0,7/ Amp.
Ferner ergibt die Zeichnung 11 - 11 === 0,693 Amp, daher
If3! = Vif1 -111·!f2! === YO,693. 1,73 = 1,10 statt 1.082 Amp.
Diese Werte ,vie auch die Phasenwinkel der Ströme [<1= 12, 12
muß gleich <9: 11,11 sein, und ferner muß 13 den <9: (lI - 11 ), 12 hal-
bieren] stimmen innerhalb der Meßgenauigkeit mit den gemes-
senen Werten hinreichend überein, zumal die Formeln den Sätti-
gungsgrad des Eisens nicht berücksichtigen können.
Ermittlung der Kreisdiagramme.
(45)
(44)
GI. (8)
e == ~ i~_j2 -tj_~t~ _
(j + jl) i2 + (i + il + j2) ix
ist nach Abschnitt L c, 1 eine Kreisgleichung.
Für i = 0 ist ('\ = ~.i und für ix = 00 e = ~ il .
x j + il r i + il + j2
Daher kann man schreiben:
ix e - e(
-_. -~_....,_... ~ .. _._--
, i + il er - e1 "-~----
2j + il + i2
Nach GI. (21) ist ferner i2~·+ h-;- = f2, daher
J +h + 12
ix e - el
'1; == e;--=-e
Kreisdiagraln Ine.
In gleicher Weise entsteht aus den GI. (9) bis (14)
lx ~_=-~.
f2 elf - Cl'
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(4(i)
jx C2 - C21
- . (47)f;-c~~'
lx ~2 - ~21 ~21 - ~2
f
2
=i;5;~f - (Z2 = (Z2 da (S;2f = 0 ü;t; (48)
lr t - 11 .
f2 -(f~--=··-f3) -=i' (49)
ix 11 - [1
--=--; (50)
f2 fl-tl
ix t2 - 0
-- = -- (bei Leerlauf ist 12 = 0). (51)f2 f3 - 12
Von den GI. (45) bis (51), die ohne weiteres als Kreisgleichungen
zu erkennen sind, haben die durch GI. (45) bis (47) gegebenen
geringeres praktisches Interesse, da die ideellen Teilspannun-
gen c, el , e2 ebenso wie die Scheinleitwerte i, i1 , i2 sich der direkten
Messung entziehen. Dagegen ist das Diagramm der Sekundär-
spannung @2 [GI. (48)] sowie diejenigen der Ströme 1, 11 , 12 [GI. (49)
bis (51)] von Bedeutung. Zur Aufzeichnung des ersteren ist nach
GI. (48) ix = ~~_=-~2( die Kenntnis der sekundären Leerlauf-
f2 0 - ~2
spannung Q;21 erforderlich. Diese ist nach Größe und Phase leicht
zu messen oder nach den GI. (16), (21), (22) zu bestimmen:
Q";21 = (S;~ = (Z~. U)~)
1+ h f2
In Abb. 103 und 104 sind die Kreisdiagrulnnle in der gleichen
Weise entwickelt wie in den Abb. 81 bund c. Für einen be-
stimmten Wert ix sind die Vektoren ~2' i, 11 , 12 in Abb. 103 ein-
getragen, und in Abb. 104 ist das vereinfachte Kreisdia,graIlllll dar-
gestellt, in dem durch einen einzigen der Belastung ix entsprechen-
den Leitstrahl alle vier gesuchtenVektoren gefunden \verden.
Da die linken Seiten der GI. (45 bis 51) identisch sind, so müssen
sämtliche Kreisdreiecke einschließlich der Kreisbogen und Kreis-
mittelpunkte ähnliche Figuren darstellen, wie auch die Ab-·
bildungen zeigen.
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Zur Konstruktion der Abb. 103 diene folgendes:
Da der Vektor 12 in keiner der GI. (45) bis (51) vorkomnlt,.
möge auf die Messung von 12 verzichtet sein; dagegen sollen
{I' 11 , 12 bekannt sein. Die Konstruktion von 12 bietet übrigens
keine Schwierigkeiten, da die Dreiecke 11, 12 und 11, f2 ähnlich sind
{s.Formeltabelle 8.195 {2 = {I ::). Zur Konstruktion von f3benutzen
.t wir die (quadratische) Vektorgleichung f; = fz (fi - {I)
(s. die gleiche Tabelle) und konstruieren f1 - 11
(in Abb. 103 gestrichelt); dann muß 1a auf der
Winkelhalbierenden zwischen 11 - 11 und f2 liegen
und der Betrag von Ifal == +Ji~;--=-111If2T sein. Der
A negative Wurzelwert
~ kommt nicht in Frage,
da einem negativen f3
auch ein negatives
f f f:!j ~ 1 2__ :~ entsprechen und
fa
der gemeinsame Fluß in die-
sem Falle Wirk- und Blind·
leistung erzeugen statt auf·
nehmen würde. i und f3
müssen daher im ersten Qua-
----_ dranten gegenüber @ liegen.
_:;1)
- Je zwei Punkte der Kreis-
diagramme sind ferner durch
Abb. 103. die Konstanten der Glei-
chungen bestimmt, und zwar
für die Grenzwerte von
für den für den
Leerlaufpunkt Kurzschlußpunkt
~2: die Spitze von Q;21 der Punkt 0
i: die Spitze von 11 die Spitze von f1 - fs
11 : die Spitze von 11 die Spitze von 11
12 : der Punkt 0 die Spitze von fa .
Es ist nunmehr noch in jedem Kreisdiagrarnm der geometrische
Ort des wandernden Punktes, d. h. der Radius des Kreises, zu
bestimmen. Als Beispiel möge das Kreisdiagramnl von 11 ermittelt
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~~en. Da nach Abb.103 die ·Pfeilrichtungen von i~--Il und
fi - 11 nacheinander gleichsinnig durchlaufen werden, so ist auch
~ ~
ix =HO so angetragen, daß ix und f2 == OA gleichsinnig nacheinander
durchlaufen werden, d. h. ix zeigt mit der Pfeilspitze nach o.
--
--
---
/
/
~
V ~)
Abb. 104.
Wir konstruieren nunmehr das 6 GPIF C'J 6 BOA, wodurch der
Punkt PI gefunden ist. Der Punkt PI ent:spricht dann einer
bestimmten durch ix gegebenen Belastung. Bei der Bestimmung
der Mittelpunkte der Kreise (für Q:2' 1, 11 , 12) ist zu beachten,
daß auch die Mittelpunkte sich in ähnlicher Lage befinden wie
der Mittelpunkt eines durch BOA gehenden Kreises.
Die Kreisdiagramme der übrigen Vektoren werden in gleicher
Weise konstruiert. Die entsprechenden Kreisdreiecke sind sämtlich
ähnlich de.ffi aus ix und f2 gebildeten 6 B AO lnit dem <J:. qJx
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bei A, und die Endpunkte de~ Dreiecksgrundlinien sind durch
die Grenzwerte der Kreisgleichungen bestimmt, welche sich für
jx = 0 und ix = cx), d. h. für Leerlauf und Kurzschluß, ergeben.
In Abb. 104 sind die Kreisdiagramme so zusammengelegt, daß
die Dreiecke mit ihren Grundlinien und einem Eckpunkt zu-
sammenfallen. Es wäre zwar logisch richtiger, das Kreisdiagramni
für ~2 und die Grundspannung ~ in der Lage Abb. 103 zu be-
lassen und alle übrigen Kreisdiagramme zu verdrehen (und zu
verschieben); da es aber in: der Literatur üblich ist, 11 in richtiger
Phasenstellung gegenüber ~ darzustellen, so wurde dieses auch
bei Abb. 104 durchgeführt.
Die nicht in richtiger Phase dargestellten Vektoren sind in
Abb. 104 in Klammern gesetzt, z. B. (1), (12), (~2) usw.
In Abb. 104 ist nun OS = 11 , OQ = f1 QS = 11 - f1 in rich-
tiger, QR = [lI - (f1 - f3)] , QT = (Cf21 ) , QU == (f3 ) mit ver-
drehter Phase in der Richtung QS = 11 - 11 und ferner das
aus (ix) und (12) bestehende Dreieck QVW als Spiegelbild des
Dreiecks AOH der Abb. 103 aufgetragen. Der Phasenwinkel Null
für die verschiedenen Vektoren ist gegeben für
Q;2
(Anfangspunkt des Vektors)
Q J o u v
durch
und ihr wirklicher Phasenwinkel gegenüber Cf durch "-A - Pfeile
angedeutet. Diese Pfeile gehen immer von dem Bezugsvektor zu
dem· veränderlichen Vektor; nur bei ~(ix) ist die Pfeilrichtung für
!fJjx umgekehrt eingetragen (wegen der Spiegelbildung). Sämt-
liche eingetragenen Pfeile mit Ausnahme desjenigen für jx
entsprechen also einer Nacheilung des betreffenden Vektors
gegen Cf.
Man könnte noch einen Schritt weiter gehen und die vier Kreis-
diagramme zu einem einzigen vereinigen, indem man für jeden
Spannungs- und Stromvektor einen eigenen Maßstab wählt. Man
kommt dann zu einem dem Heyland- oder Osanna-Kreise ähnlichen
Diagramme, aus dem sich außer 11 und 12 noch 1 und Q;2 sowie
die wahren Phasenwinkel aller Vektoren ablesen lassen.
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und
Primäre und sekundäre Leistung, Nutzeffekt,
Schlüpfung.
Wir betrachten zunächst den allgemeinen Fall, daß der rrraus-
formator nicht induktionsfrei belastet ist (Abb. 105) (während der
"Asynchronmotor im allgemeinen als induktionsfrei belastet an-
zusprechen ist).
Die primäre Leistung ist durch das Vektorprodukt 9(1 === {er · i1}
gegeben, welches in die
Blindleistung m1b === El:1sin CP1
und die
Wirkleistung mUll == E i 1 COS ({J]
zerfällt, worin CfJ1 === ~ Q;, 11 ist.
Es sind daher nur die beiden Komponenten 11 sin CP1 === 0 Q
und 11 COScp1 = OP (im Strommaßstab gemessen) mit E (im Span-
nungsmaßstab gemessen) miteinander zu multiplizieren. Die
sekundäre Leistung ist durch das Vektorprodukt m2 == {@2· 12}
gegeben. Da hierin sowohl @2 wie 12 veränderlich sind und die
Verwendung derselben Bezugsgrößen @ und 11 wie für die Primär-
leistung erwünscht ist, setzen wir
Cf2= Cf2lIl - 11 = Cf ~f1 - 11_ [so GI. (52)]f1 - f1 f2 f1 - 11
i - f 2!__- r~_ .
2 - 3 f1 -11 '
9?2 = {Cf2•12} = {~ :: -t =~~- ·fa ~~=t}·
In dem zweiten Faktor des Vektorprodukts setzen ,vir nach
der Tabelle auf S. 195
und erhalten
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Abb. 105.
Da nach GI. (52)
f3 G:21 ist (Abb. 105), so ist G: ~~12_31- = Ct(et2 0 ·~=-~-
Zur Bestimmung des zweiten Faktors betrachten ,vir das
Spiegelbild LI K l R des Dreiecks LI K l PI; darin ist
(11 - ll )(f1-!!L = R K l . Da mit diesem Vektorverhältnis der
·fl -11 LlKl
Vektor t1 -11 = LI PI zu multiplizieren ist, brauchen wir nur
das 6.L18Pl ähnlich dem LLlRK] zu machen und
~ [ erh'alten
(tl - i1)(~-:_ltL (i1 - 11) = SP1 .fl -11
Die Konstruktion
läßt sich noch ein-
/1z~1 .4Z facher gestalten, ,venn
manPIS ..L L1N1zieht,
da <r. LlPlS
= <r.PlDLl= <r.PlKlLl
= <r. RKlLl ist. Da-
her ist
9{2 = {~(~21)· SP l } .
Die Wattkompo-
nente von 912 erhalten
wir durch Projektion
von 8Pl auf (f(et:!!)
~(Cf20 • LtuPro , und da I@(~21) I = I~ I
. LroPro1st, den Nutzeffekt 1] = -OP-' in dem Beispiel (Abb. 105) etwa
gleich 500/0.
Die induktionsfreie Belastung des Transformators, wobei ix
in die Richtung von ~ fällt, kann als Sonderfall betrachtet
werden.
Um die Schlüpfung eines Asynchronmotors zu bestimmen,
nehmen wir nach Abb. 106 induktionsfreie Belastung des Rotors
an Ox 11 ~). Die Belastung ix kann jeden Wert von Null bis
Unendlich annehmen. Wir können aber auch für ix einen der-
artigen ideellen negativen Wert ixo wählen, daß die Ohmsche
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ti, und es ist
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
// Abb. lOG.
/
/
/
/
/
/
/
~//
A
Komponente von i2 gerade kompensiert wird. Dadurch f~nden
wir in dem Kreisdiagramm den ideellen Kurzschlußpunkt P .
Es ist nach der Tabelle S. 195
· 12 11
12 = f1 ~-=- fa = f2 (--=-ia ·
Wir können daher i2 in bekannter Weise konstruieren, indem
wir das Dreieck (tl - f3) (== OH), (11) (== OLl) an f2 antragen und
durch die Spitze von f2 eine Parallele zur Grundlinie DB ziehen;
da aber der Schnitt-
punkt dieser Parallele
mit OB über die
Zeichenebene hinaus-
fällt, so bilden wir
einen Vektor
und wählen den Fak-
tor (X so groß, daß
(t I f2 1 == 1111 == OLl ist.
Wir brauchen daher
jetzt nur das Dreieck
·OHLlindieLageODB
zu verdrehen, um
(X 12 == OB zu finden.
Die Hintereinan-
derschaltung von 12
·und jxo gibt einen neuen Leitwert
~ = ~ + -;-~_ oder lXii = IX. i2i",~_~,
Ji J2 Ix 0 12 + Ix 0
worin ex-(j2 + 1xo) = AB ist.
Da außerdem 1i -l ix 0 oder 1- ct stehen soll, so ergibt sich
eine einfache Konstruktion von (X ixo und (X ii dadurch, daß man
ABO 1- OB zieht, wodurch AO:::= ajxo und oe == exi i bestimmt
sind. Zieht man ferner die Linie AD, so ist das Vektorverhältnis
AO ajxo jxo
OD === ~~ ==~ .
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Man braucht daher nur das Dreieck DAO nach QL1ll zu ver-
schi~ben und K1Pi 11 QR zu ziehen, um den gesuchten ideellen
Kurzschlußpunkt Pi zu finden.
Die sekundäre Leistungsabgabe ist nach früheren Ernlitt-
lungen E· SP1 ohne Kompensierung des Ohmsehen Läuferwider-
standes und E · TP1 bei Kompensierung desselben. Der Schlupf
ist daher gleich T S .
TP1
K. Drehstrom-Asynchronmotor mit doppeltem Kä,figanker 1).
Das Drehmoment eines Asynchronmotors im Stillstand ist
proportional der im Läuferkreis vernichteten Wattleistung. Um
daher bei Kurzschlußmotoren ein starkes Anzugsrlloment zu er-
zielen, ist es erforderlich, die Käfigwicklung mit absichtlich ver-
größertem Widerstand der Stäbe oder Ringe auszuführen. Da-
durch wird aber der Wirkungsgrad bei voller Drehzahl erheblieh
verschlechtert und die Erwärmung des Motors erhöht. Um ein
gutes Anzugsmoment besonders vom Stillstand aus zu erzielen,
ohne den Wirkungsgrad im Betriebe zu verschlechtern, ,verden
daher nach dem Vorschlage von Boucherot Kurzschlußmotoren
mit doppeltem Käfiganker gebaut, wobei der äußere Käfig mit
großem, der innere mit· möglichst l~leinem \Viderstand ausgeführt
wird. Bei einem derartigen Motor durchsetzt der vom Ständer
erzeugte Kraftfluß im Stillstand zunächst im wesentlichen nur
die Stäbe des äußeren Käfigs und dringt erst bei zunehmender
Drehzahl allmählich tiefer in das Blechpaket aes Läufers ein,
um bei voller Drehzahl auch die Stäbe des inneren Käfigs zu
umschließen.
Im nachfolgenden sollen nun die Ständer- und Läuferströme
und das Drehmoment in Abhängigkeit von der Schlüpfung be-
stimmt werden. Um die Berechnung übersichtlich zu gestalten,
werden dabei eine Reihe vereinfachender Annahmen gemacht.
Der Verlauf der Ströme und Spannungen wird als sinusförmig
und die Kraftflüsse werden außerdem räumlich sinusförmig
angenommen. Die magnetischen Widerstände im Eisen werden
1) Die Anregung zur Behandlung dieser Aufgabe und die Unterlagen
für den Ansatz verdanke ich der liebenswürdigen Mitwirkung des Herrn
Dr. lng. e. h. M. Sc h enkel.
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vernachlässigt und nur diejenigen der Luftpfade berücksichtigt.
Es wird angenommen, daß letztere durch Rechnung oder Ver-
suche ermittelt sind. Es wird die gleiche Stabzahl für die Ständer-
und die beiden Läuferwicklungen vorausgesetzt. In Abb. 107
ist die Stabzahl pro Phase gleich 1 angenommen, während sie
in Wirklichkeit natürlich größer ist. Die WickIungsfaktorcn der
Ständer- und Läuferwicklungen werden als gleich angenomnlcn.
Die Stromrichtungen von 31 bzw. 3233 sind durch 8 bzw. ()
gekennzeichnet, wodurch angedeutet' wird~ daß 32,s3' die trans-
formatorisch durch .s1 erzeugt
werden, wesentlich entgegen-
gesetzte Richtung haben wie S1.
Liegt daher 31 im vierten
Abb. 107. i\bb. 108.
Quadranten gegen die Netzspannung @, so liegen ,32' .s3 im zweiten
Quadranten. Die positiven Pfeilrichtungen der magnetischen
Kraftflüsse <Po, tP1 , qJ2' tP3 , welche sämtlich durch .sI erzeugt
"\verden, sind durch die angenommene Richtung von SI nach
der Schwimmerregel gegeben.
Als Grundlage für die Berechnung setzen ,vir nach Abb. 108
als Maßeinheiten für die Spannung und den Strom die Vektoren (f
und S an, wobei @ gleich der Netzspannung (Phasenspannung)
gesetzt werde.
•-\.ls weitere l\faßeinheiten brauchen "vir noch eine Einheit des
Kraftflusses flJ und eine durch ihn erzeugte, um 90 0 gegen ihn
nacheilende Spannung ty, wobei I~I === I~I gewählt ist.
Der Scheinwiderstand der Käfigwicklungen S2' S3 wird durch
. h··l· a f2 + 92 a f3+ 93 d ,t llt .dIe Vektorver a tnIsse ------ bzw. --~-- arges Je ,worIn
,s ,-5
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f2' f3 Spannungsvektoren -l- S, aber entgegengesetzt~,und g2,~:g3
Spannungsvektoren in der Richtung von S sind, \vährend a die
Schlüpfung bedeutet. g2 bzw. g3 stellt daher den WirkwiderstandS S
und af2 bzw. af3 den Blindwiderstand dar.
3 ~
Die durch die magnetischen Flüsse in den drei "l"icklungen
erzeugten Spannungen bezeichnen wir mit ~1' ~2' ~3·
Bei der Aufstellung der Gleichungen für die magnetischen
Flüsse fPo bis fP3 und der Spannungen ~1' ~2' ~3 ist folgendes
zu beachten.
Der magnetische Fluß (/Jz' welcher durch einen Strom 0x
erzeugt wird, ist dem letzteren proportional und phaHengleich:
fPz = kz~x, f/J
worin kx eine Proportionalitätskonstante mit der Maßeinheit (" ist .
.J'
kz = lPz ist daher ein Vektorverhältnis, welches den magneti-3 .
sehen Leitwert in Kraftlinien pro Amp angibt. Der
1 3
reziproke Wert k ==~ ist daher der magnetische \Vider-
x ':I!'x
stand, bezogen auf die Maßeinheit 3 Amp oder die erforder-
liche Feldstärke. Sind mehrere magnetische Widerstände hinter-
einandergeschaltet, so ist
111
kh = kz + ky •••
Verzweigen sich dagegen die Kraftflüsse durch mehrere parallele
Kraftpfade, so ist k == k + k
p x y • ••
Im nachfolgenden erhalten die Zähler der Vektorverhält-
. Wx t t · I d· B k f/132 d . h fnIsse ses zweI n Izes, z. . 32 === --- eren erster SIC au3 S
den induzierenden Strom. (,33) und deren letzterer sich auf den
ep
Pfad des Kraftflusses (fP2) bezieht. -~-! ist daher der magnetische
~
Leitwert dieses Pfades, und die erste Indexziffer dient nur zur
Unterscheidung von dem Kraftfluß fP2 selbst.
Die von einem Kraftfluß (/Jx erzeugte Spannung (t~ ist ersterem
proportional und um 90 0 nacheilend:
~x == cxWx
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Cx ist daher gleichfalls ein Vektorverhältnis mit der Maßeinheit ~,
welches außerdem die Stabzahl der betreffenden Wicklung ent-
hält. Wir setzen daher
~x
Cx == (ji.
Wir können nunmehr folgende zehn Bestimmungsgleichungen
aufstellen:
~1 = -Q;,
~ - af~_±_g2_ es
2 - ~ '\2'
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
~_af3+g3~ (10)\,;;3-~-- ~'3·
r\5
Um aus diesen zehn Gleichungen, welche die zehn Unbekannten
~o, (/)1' (/)2' cfJ3 , ~1' a:2 , ~3' 31' 32' 33 enthalten, ~1' 32' ~3 zu
berechnen, müssen wir (]Jo bis c]J3 und Q;1' ~2' ~3 eliminieren.
Aus GI. (1) und (4) ergibt sich
r1i l/110 + l/111 ~ (/)20 ~ _ l/13~ ~ (11)i[J + cfJ + cfJ + '1) == ------~1 - -~~2 --- ~3'
o 1 2 3 ~ r\5 ,s
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aus GI. (2) und (4)
n), + n; _ tP!!! C" _ tP20 + ~2~ ~ _ qJ30 + tP32 ('.
'VO 'V3 - ~ ~h ~ ~~2 ~ '\.\3
~ ~ ~
und aus GI. (3) und (12)
cf> - cf>l_o ~ __cf>20 + ~.~ _ !!30 + cf>32 + ~(jJ.13 'I
0- ~ 1 ~ 2 S ~3·
(12)
(13)
(14)
GI. (8), (9), (10) und (11), (12), (13) in GI. (5), (6), (7) cinge·
setzt, ergibt
ct: [cI>10+ (jj--l(~ - ~~Q ~ - :!30.~ J- _~ C'-
VI tP ~h ep t\.52 ep '\.\3 - '\.~ ,
(16)
<PI0 , <PlI··. sind nur räumlich, aber nicht zeitlich verschieden
von q" die Quotienten cf>lo ~ cf>n • •• sind daher rein skalare
Zahlenwerte. Ordnen wir nach ~1' ~2' ~3 und fassen die "''''erte,
die a enthalten, zusammen, EO erhalten ,vir:
Setzen wir in diesen Gleichungen zur Vereinfachung
4)10+ <P11_ . (]J20 l/J30-.,
-- (jJ-._-- ~1 = °1 , - (j) ß'1 = °2 ; - ep- i.'"l = 03 ,
(17)
(18) .
(19)
(20)
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(21)
(22)
,vorin l5'1' 62' ~3' f2' f3 und daher auch die Vektoren a, 0, cphasen-
gleich mit ~ sind, während g2' 93 nach Abb. 108 senkrecht dazu
stehen, so erhalten wir
31 01 + 32 02 + S3 a3 == -ct3,
~10Ü1+ ,32(002- 92) + 33 003 === 0,
310C1+ 02 0C2 + 03(OC3-93) === 0,
woraus sich mit Hilfe der Determinantenrechnung ergibt:
(23)
(24)
(25)
(27 a)
j'
(\i D1 ('; D2 r"J D3 (26)t\S1 == -jj- , ~~2 == -15 ' ~~3 == -b- :
worin
°1 °2 °3
D== 0°1 (ob2 - 92) 003
OC1 aC2 (OC 3 - 93)
D=Ol 9293+0 (0211193+ 03C1g2- 0111293-01 C3g2) }, (27)
+02(°102C3-0163 C2- 02 111C3+a301C2-02113C1-a3D2Cl)
D [+ .(02 b1 -. 01 1.1 2 + 03 Cl - 111 C3)=== 9293 01 (J -----
_ 92 {h
+a2 C3 (010 2 - 02 (1) + C2 (03 01 - 01 (3) - Cl (0302 + 0203]
9293
-~S a2 03
D 1 === 0 (002-92) 003
o OC 2 (OC3 - g3)
Na tal i s, Gleich- und Wechselstromsysterne. 2. AufI. 14
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(28)
(28a)
Der Klammerausdruck der GI. (27a) stellt eine Parabel mit
horizontaler Achse, der der GI. (28a) eine Parabel mit vertikaler
Achse dar. Um die vertikale Achse in eine horizontale zu ver-
drehen, multiplizieren wir die Klammer mit % und den Faktor
~
- 3gz gs mit ~, und setzen - 3 ~ = 3\3' · Dann ist 3i\' ein
Stromvektor vom Betrage 131 in der Richtung ~ (s. Abb. 108).
Damit wird
D1 = 3592g3 [~- o~ (02 +~) + OZtr bzcs-_~sC21. (28b)92 93 9293_
In gleicher Weise ergibt sich
(29)
(29a)
Q2 -~S
(002- 92) 0
OC2 0
(30)
(30a)
D 3 = - ~~[OC1 92 +02 (01 C2- O2Cl)]'
D 3 == 3592 93 [o~ ~ + oz~ b1 C~~Z_CIJ •
93 9293
In den Klammerausdrücken der GI. (28b), (29a), (30a) stehen nur
Vektoren, deren Richtungen wir nunmehr untersuchen wollen.
Wie leicht zu erkennen, haben die mit 0 behafteten Vektoren
vertikale und die mit 0° und 0 2 behafteten Vektoren horizontale
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Richtung. Bezeichnen wir die horizontalen Vektoren mit 1), die
vertikalen mit 0, so ergibt sich
~ _Dl_~ 1)a+ 002+ 02 1)4
~1 - D - ~iJ 91 + 0 01--+~2 1)2 :
~ D2 ~ O(ba+ 01)5)
"-52 = - = ~iJ -~-~ -_.~--~.... _--.~------
D 1)1 + 0 b1+ 0 2 1)2 '
~ _ Da _ ~ 0(b4 + 01)6)
~a - D - ~ty1h+ ObI +-~2-~2 ·
(31)
(32)
(33)
(34)
Die Bedeutung der Vektoren 1)1 bis 1)6 und 01 bis b4 ist
durch Vergleich mit den GI. (28b), (29a), (30a) gegeben. Die
GI. (31), (32), (33) für .sI' 32' Sa sind nach Abschnitt L, e
Kurven vierten Grades, während Zähler und Nenner der Brüche
nach Abschnitt L, d, 1, Abb. 48 Parabeln mit horizontaler Achse
darstellen. Um daher z. B. 31 zu finden, haben wir ~~ mit
dem Vektorverhältnis
1)a + 002 + 0 2 1)4
1)1 + 001 + 0 2 1)2
zu multiplizieren.
Die geometrischen Orte für .sI' .s2' Sa sind ferner symmetrisch
zur X-Achse (.sty), und diejenigen für .s2' ~a gehen - für 0=== 0 -
durch den Ursprung.
Uns interessiert hauptsächlich die GI. (31) für den Ständer-
strom ,sI. Versuche mit Motoren mit Doppelkäfiganker haben
ergeben, daß unter Umständen die Drehmomentkurve (als Funk.
tion der Schlüpfung) eine Einsattelung zeigt, es soll daher unter-
sucht werden, ob unter Annahme bestimmter Motorkonstanten
die aus GI. (31) abzuleitende Drehmomentkurve derartige Eigen-
schaften zeigt. Abb. 109 und 110 zeigen die Konstruktion von SI
für veränderliche Werte der Schlüpfung 0 und Abb. 111 die
Drehmomentkurve. Zur Vereinfachung der Konstruktion machen
wir die Faktoren der mit 0 behafteten Glieder im Zähler und
Nenner gleich und bringen GI. (31) in die Form
o 0
1)a --! + 0 01+ 0 2 1)4 --!~ (~02) O2 1)2~1 === ~~ tJ1 ~1 + 001 + 0 2 1)2
14*
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und setzen beispielsweise
~ _~ -0,03t5'-a~+a20~6~
~1- ~o -O,13lS' - a~ + a2 0,2l5' ,
für a = 0 ergibt sich
~ ~ 0,03 _ 0 23 ('J~10= ~oo13 - , ~o
,
(35)
(36)
1,5
cf Ao
Abb. 109.
Abb. 110.
M
1,0·
/J,8-
46-
44-
0,2 I ! I 1"--~I...--- ~~____ _ __~~oo
o [J2f)1f./J,6{J,8 10 (so J;oo
Abb. 111.
und für a = 00
(37)~ _ 0> 0,6 _ 0>~1(X) - 00 0,2 - 3 rJo·
In Abb. 109 ist 0 der Ursprung, OA = 6, OB = -~, ,3 die
dem Zähler des Bruches und SJ( die dem Nenner entsprechende
Parabel. Zieht man nun z. B. durch die a == 0,1 entsprechenden
Punkte e und D dieser Parabeln die Strahlen oe und OD, so
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OD
ist. ---- das dem Bruch ent.sprechende Vekt.orverhältnis. Be-00
schreiben wir ferner mit. OB einen Kreis um 0, verlängern oe
bis EI und ziehen ElFl11 CD, so ist
OD OFI
00 OEI ·
Wiederholen wir diese Konst.rukt.ion für alle \\Terte von (J, so
erhalt.en wir die ent.sprechenden Vekt.orverhält.nisse OF1 ,()F2 , •.. ,
OEI OE2
deren Nenner OEl , OE2 ihrem Bet.rage nach gleich sind. l\lit
diesen Vektorverhältnissen haben ,viI' 30 zu multiplizieren. Wir
wählen zu dem Zweck in Abb. 110 130/ === OG == OEI == OE2 ••• == OE
und tragen das Dreieck OGHI ~ OE}Fl an OG an, dann ist
OB} = ~,1 für den Wert 0 == 0,1. In gleicher Weise konstruieren
wir für weitere Werte von 0x die Punkte H x und erhalten da-
durch den geometrischen Ort für den Vektor 3:1. Von dieser
Kurve ist. in Abb. 110 nur die obere Hälfte für positive Werte
von 0 zwischen 0 = 0 über 0 == 1 bis (J = +CX) dargestellt. Der
untere Teil für negative Werte von a verläuft symmetrisch.
Die Kurve zeigt eine deutliche Einsattlung bei a == 0,4.
Da wir den Widerstand der Ständerwicklung gleich Null ge-
setzt haben, so ist das Drehmoment des l\iotors für veränderliche
Werte von (] proportional der Wirkkomponente von .01. Letzt('re
ist in Abb. 111 über 0 aufgetragen, \vobei als Einheit des 1\10111en-
tes M dasjenige für den Stillstand (0 == 1) angenommen ist. Die
Momentenkurve hat die gleiche Einsattlung bei (J == 0,4. ])01'
linke Teil dieser M()1ncntenkurve zeigt die charakterü..;ti~che I~\)}'Jll
derjenigen eines I{urzschlußmotors lnit einer Käfig\vicklung und
der rechte Teil die eines Schleifringmotors mit grüßeln einge-
Hchalteten Läuferwiderstand, \vährend die Inittlere ]~insatt]ung
den Übergang zwischen den heiden Kurvenfürmen darstellt.
SchI u ß betrach tu ng.
Das letzte An\vendungsheispiel der neuen Berechnungl~"veise
wurde genvählt, um die Entwicklung von Kurven höherer Ord-
nung darzustellen. Solche Kurven komnlen besonders häufig bei
Wechselstrom-Kollektormotoren vor. Auf die Behandlung dcr letz-
teren ,vurde aber verzichtet, da das Gebiet für den R,ahnlen
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der vorliegenden Arbeit zu umfangreich ist und Sonderkenntnisse
zur Voraussetzung gehabt hätte. Ich möchte aber hiermit be-
rufenen Fachgenossen die Anregung zur Behandlung dieser Auf-
gaben mit der neuen Berechnungsweise geben.
In dem Abschnitt M über den Einfluß der Eisensättigung
sind ferner gesetzmäßig veränderliche Vektorverhältnisse
benutzt. Wenn man diesen Weg weiter verfolgt, so kann man
mit veränderlichen Vektorverhältnissen auch Schaltvorgänge mit
nicht "quasistationärem" Charakter behandeln.
Durch unsere ganzen Berechnungen zieht sich wie ein roter
Faden der neue Begriff des "Vektorverhältnisses", das die Rech-
nungen übersichtlich gestaltet und die Ver,vendung komplexer
Größen völlig entbehrlich macht.
Formelsammlung
über Umwandlungen von Vektorverhältnissen und Vektorprodukten.
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